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ABSTRACT 

Many p r o c e d u r e s  h a v e  b e e n  p r o p o s e d  t o  t e s t  t h e  h y p o t h e s i s  

t h a t  a  s e t  o f  d a t a  c o m e s  f r o m  a  c e r t a i n  d i s t r i b u t i o n .  T h e s e  

p r o c e d u r e s  a r e  k n o w n  a s  g o o d n e s s - o f - f i t  t e s t s  o r  t e s t s  o f  f i t .  

Two i m p o r t a n t  t y p e s  o f  g o o d n e s s - o f - f i t  t e s t s  a r e  t e s t s  b a s e d  o n  

r e g r e s s i o n  t h e o r y  a n d  t e s t s  b a s e d  o n  t h e  e m p i r i c a l  d i s t r i b u t i o n  

f u n c t i o n  (EDF). 

I n  t h i s  t h e s i s  s e v e r a l  new t e s t s  o f  f i t  b a s e d  o n  r e g r e s s i o n  

t h e o r y  a r e  p r o p o s e d  a n d  s o m e  r e s u l t s  o n  t h e s e  new t e s t s  a r e  

g i v e n .  A f r a m e w o r k  w i t h  w h i c h  t o  d i s c u s s  t h e s e  new t e s t s  a n d  

a l r e a d y  e x i s t i n g  r e g r e s s i o n  t e s t s  i s  p r e s e n t e d .  I n  a d d i t i o n ,  E D F  

t e s t s  a r e  e x t e n d e d  t o  t h e  c a s e  o f  t e s t i n g  f o r  t h e  t w o - p a r a m e t e r  

e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .  

A M o n t e  C a r l o  p o w e r  s t u d y  i s  c o n d u c t e d  i n  o r d e r  t o  c o m p a r e  

e m p i r i c a l l y  t h e  p o w e r  o f  r e g r e s s i o n ,  E D F ,  a n d  o t h e r  t e s t s  of f i t  

w h e n  t e s t i n g  f o r  t h e  n o r m a l ,  e x p o n e n t i a l ,  a n d  e x t r e m e  v a l u e  

d i s t r i b u t i o n s .  
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I .  D e f i n i t i o n s  a n d  B a c k g r o u n d  T h e o r y  

1 . 1  I n t r o d u c t i o n  

I n  o r d e r  t o  s a t i s f y  t h e  a s s u m p t i o n s  o f  a  s t a t i s t i c a l  

t e c h n i q u e ,  o r  t o  m o d e l  a  p h e n o m e n o n ,  a  r e s e a r c h e r  w i l l  o f t e n  

w a n t  t o  t e s t  t h a t  h i s  o r  h e r  d a t a  come f r o m  a  c e r t a i n  

d i s t r i b u t i o n -  L e t  y  I ,  Y 2 3  - - * Y  
Yn 

b e  i n d e p e n d e n t  a n d  i d e n t i c a l l y  

d i s t r i b u t e d  o b s e r v a t i o n s  f r o m  a  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n  

f u n c t i o n ,  F ( y ) .  T h e  r e s e a r c h e r  w a n t s  t o  t e s t  t h e  h y p o t h e s i s  

w h e r e  F ( y )  i s  some  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n .  
0  

O c c a s i o n a l l y ,  t h i s  d i s t r i b u t i o n  w i l l  b e  c o m p l e t e l y  s p e c i f i e d ,  

b u t  m o r e  o f t e n  i t  w i l l  h a v e  o n e  o r  m o r e  unknown  p a r a m e t e r s .  T h i s  

p r o b l e m  i s  known a s  g o o d n e s s - o f - f i t  t e s t i n g .  

The c l a s s i c a l  p r o c e d u r e  f o r  s o l v i n g  t h i s  p r o b l e m  i s  t h e  x 2 

t e s t  p r o p o s e d  b y  K a r l  P e a r s o n  ( 1 9 0 0 ) .  T h e  a d v a n t a g e  o f  t h i s  t e s t  

i s  t h a t  i t  i s  s i m p l e  t o  c a l c u l a t e  a n d  e a s i l y  u n d e r s t o o d .  W i t h  

c o n t i n u o u s  d i s t r i b u t i o n s ,  h o w e v e r ,  t h e  t e s t  r e q u i r e s  g r o u p i n g ,  

w h i c h  c a u s e s  a  l o s s  of  i n f o r m a t i o n  a n d  t h u s  a  l o s s  o f  p o w e r .  

B e c a u s e  of t h i s ,  t h e  t e s t  w i l l  n o t  b e  d i s c u s s e d  f u r t h e r .  ( F o r  a  

c o m p l e t e  d i s c u s s i o n  o f  t h e  x 2  t e s t  s e e  K e n d a l l  a n d  S t u a r t ,  1 9 7 3 )  



T h e r e  h a v e  b e e n  many g o o d n e s s - o f - f i t  p r o c e d u r e s  s u g g e s t e d  

f o r  c o n t i n u o u s  d i s t r i b u t i o n s .  T h e  o l d e s t  a n d  m o s t  common m e t h o d s  

u s e  t h e  e m p i r i c a l  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  ( E D F ) ,  

F n ( y )  = # o f  o b s e r v e d  v a l u e s  < y  . 
n  

The f i t  i s  j u d g e d  b y  t h e  d e g r e e  o f  c l o s e n e s s  b e t w e e n  t h e  EDF a n d  

t h e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n ,  F ( y ) .  T e s t s  o f  t h i s  t y p e  a r e  known a s  

EDF t e s t s .  

A n o t h e r  common p r o c e d u r e  f o r  t e s t i n g  f i t  i s  t o  p l o t  y 
( i )  ' 

t h e  i - t h  l a r g e s t  o b s e r v a t i o n  i n  t h e  s a m p l e ,  a g a i n s t  s o m e  

f u n c t i o n  o f  i .  T h e  f i t  i s  t h e n  j u d g e d  b y  t h e  s t r e n g t h  o f  t h e  

l i n e a r i t y  o f  t h e  g r a p h e d  v a l u e s .  T h i s  p r o c e d u r e  l e a d s  t o  

r e g r e s s i o n  t e s t s  o f  f i t .  

I n  t h i s  t h e s i s  r e g r e s s i o n  a n d  EDF t e s t s  o f  f i t  a r e  

r e v i e w e d ,  new t e s t s  a r e  i n t r o d u c e d ,  a n d  some  r e s u l t s  o n  t h e s e  

new t e s t s  a r e  g i v e n .  T h e s e  t e s t s  a r e  t h e n  c o m p a r e d  w i t h  o t h e r  

g o o d n e s s - o f  - f  i t  t e s t s .  T h e  c o m p a r i s o n s  w i l l  b e  made  f o r  t h r e e  

d i s t r i b u t i o n s ;  e x p o n e n t i a l ,  e x t r e m e  v a l u e ,  a n d  n o r m a l .  

R e g r e s s i o n  a n d  EDF t e s t s  a r e  p r e s e n t e d  i n  c h a p t e r s  2 a n d  3 ,  

r e s p e c t i v e l y .  I n  c h a p t e r  4 o t h e r  t e s t s  o f  f i t  w h i c h  a r e  t o  b e  

c o m p a r e d  a r e  i n t r o d u c e d ,  a n d  some e x a m p l e s  o f  t e s t i n g  f o r  t h e  

d i f f e r e n t  d i s t r i b u t i o n s  a r e  g i v e n  i n  c h a p t e r  5 .  T h e  r e s u l t s  of  

t h e  power  c o m p a r i s o n s ,  a n d  t h e  c o n c l u s i o n s  d r a w n  f r o m  t h e m  a r e  

p r e s e n t e d  i n  t h e  f i n a l  c h a p t e r .  T h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  c h a p t e r  i s  

* 

2 



u s e d  t o  s t a t e  t h e  b a s i s  by w h i c h  t h e  v a r i o u s  t e s t s  w i l l  b e  

c o m p a r e d ,  d e f i n e  and  p r e s e n t  r e l e v a n t  f a c t s  a b o u t  t h e  t h r e e  

d i s t r i b u t i o n s ,  a n d  p r e s e n t  some  i m p o r t a n t  e s t i m a t i o n  t h e o r y .  

1 . 2  P r i n c i p l e s  of G o o d n e s s - o f  - F i t  

The  d i f f e r e n t  t e s t s  of f i t  w i l l  b e  c o m p a r e d  o n  t h e  b a s i s  of  

t h r e e  p r i n c i p l e s  of g o o d n e s s - o f - f i t  t e s t i n g  t h a t  w e r e  p r o p o s e d  

by S t e p h e n s  ( 1 9 7 8 ) .  

P r i n c i p l e  J, 

The s t a t i s t i c  s h o u l d  k e e p  c l o s e  t o  t h e  o r i g i n a l  d a t a ,  n o t  

make a n  e l a b o r a t e  t r a n s f o r m a t i o n  t o  new n u m b e r s  w h i c h  mean 

l i t t l e  t o  t h e  r e s e a r c h e r .  T h u s ,  when a  t e s t  s t a t i s t i c  i s  

s i g n i f i c a n t ,  t h e  r e s e a r c h e r  w i l l  b e  a b l e  t o  i n t e r p r e t  t h i s  i n  

t e r m s  o f  some  i r r e g u l a r i t y  i n  t h e  o r i g i n a l  d a t a .  

2 
F o r  e x a m p l e ,  when t h e  x t e s t  s t a t i s t i c  m e n t i o n e d  a b o v e  i s  

s i g n i f i c a n t ,  t h e  s i g n i f i c a n c e  c a n  b e  s e e n  a s  a v a l u e  i n  o n e  o r  

more  of t h e  g r o u p s  t h a t  i s  much d i f f e r e n t  t h a n  e x p e c t e d .  B o t h  

EDF t e s t s  a n d  r e g r e s s i o n  t e s t s  f o l l o w  p r i n c i p l e  1, a n d  t h i s  

p r i n c i p l e  w i l l  n o t  b e  d i s c u s s e d  f u r t h e r  i n  t h i s  t h e s i s .  

. 
P r i n c i p l e  2 

A t e s t  s h o u l d  b e  c o n s i s t e n t  a n d  u n b i a s e d .  

L e t  t h e  n u l l  h y p o t h e s i s  b e  



w h e r e  a a n d  b a r e  u n k n o w n  l o c a t i o n  a n d  s c a l e  p a r a m e t e r s ,  a n d  l e t  

t a  b e  t h e  v a l u e  o f  t h e  s t a t i s t i c ,  t ,  s u c h  t h a t  

f o r  a n y  c o n s t a n t s  c a n d  d .  A t e s t  i s  c o n s i s t e n t  i f  

l i m  P (  t > t a  I F ( y )  # F o ( c + d y )  ) = 1 . ( 5 )  
n-> m 

T h i s  c o n c e p t  w a s  i n t r o d u c e d  b y  Wald  a n d  W o l f o w i t z  ( 1 9 4 0 )  a n d  i s  

a min imum q u a l i t y  n e e d e d  f o r  a  g o o d n e s s - o f - f i t  t e s t ,  a s  t h e  

c o r r e s p o n d i n g  c o n c e p t  o f  c o n s i s t e n c y  i n  e s t i m a t i o n  i s  a  min imum 

r e q u i r e m e n t  f o r  a n  e s t i m a t o r .  

A r e l a t e d  b u t  n o t  a s  e s s e n t i a l  a  q u a l i t y  i s  t h a t  a t e s t  b e  

u n b i a s e d .  A t e s t ,  t ,  i s  u n b i a s e d  i f  

f o r  a l l  s a m p l e  s i z e s .  A c o n s i s t e n t  t e s t  w i l l  a l w a y s  b e  

a s y m p t o t i c a l l y  u n b i a s e d ,  b u t  a n  u n b i a s e d  t e s t  w i l l  n o t  

n e c e s s a r i l y  b e  c o n s i s t e n t .  

P r i n c i p l e  3 

A t e s t  s h o u l d  b e  p o w e r f u l  o v e r  a w i d e  r a n g e  o f  

a l t e r n a t i v e s .  

T h e  p o w e r  o f  a t e s t  i s  



P( t > t a  

C l e a r l y  n o  o n e  t e s t  w 

a l t e r n a t i v e s ,  s o  we d e s i r e  

f o r  a l l  o r ,  a t  l e a s t ,  m o s t  

work  h a s  b e e n  p e r f o r m e d  i n  

t h i s  p r i n c i p l e .  T h e  p o w e r s  

ill b e  m o s t  p o w e r f u l  f o r  a l l  

a  t e s t  t h a t  h a s  good  r e l a t i v e  p o w e r  

a l t e r n a t i v e s .  E x t e n s i v e  M o n t e  C a r l o  

a n  a t t e m p t  t o  f i n d  t e s t s  w h i c h  f o l l o w  

o f  r e g r e s s i o n ,  E D F  a n d  o t h e r  t e s t s  o f  

f i t  h a s  b e e n  c o m p a r e d  f o r  t h e  n o r m a l ,  e x p o n e n t i a l  a n d  e x t r e m e  

v a l u e  d i s t r i b u t i o n s .  T h e  power  o f  a  t e s t  a g a i n s t  a  c e r t a i n  

a l t e r n a t i v e  d i s t r i b u t i o n  i s  c a l c u l a t e d  b y  l o o k i n g  a t  s e v e r a l  

s a m p l e s  f r o m  t h a t  a l t e r n a t i v e  a n d  c a l c u l a t i n g  t h e  p r o p o r t i o n  o f  

t i m e s  t h e  t e s t  r e j e c t s  t h e  n u l l  h y p o t h e s i s -  

1 . 3  - D i s t r i b u t i o n s  

The  E x p o n e n t i a l  D i s t r i b u t i o n  

The  t w o  p a r a m e t e r  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  i s  d e f i n e d  a s ,  

f o r  y  - > a  a n d  b  > 0 .  T h e  p a r a m e t e r s ,  a  a n d  b ,  a r e  l o c a t i o n  a n d  

s c a l e  p a r a m e t e r s ,  a n d  i n  a d d i t i o n ,  a  i s  a  t h r e s h o l d  p a r a m e t e r ,  

m e a n i n g  t h a t  e i t h e r  a  r e s p o n s e  c a n n o t  o c c u r  o r  c a n n o t  b e  

m e a s u r e d  b e l o w  t h a t  v a l u e .  

The  d i s t r i b u t i o n  h a s  h a d  w i d e  a p p l i c a t i o n  i n  l i f e t i m e  

C 
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t e s t i n g  a n d  o t h e r  e v e n t s  t h a t  o c c u r  a t  r a n d o m  i n  t i m e .  B e c a u s e  

t i m e  i s  d e f i n e d  o n l y  o n  t h e  p o s i t i v e  a x i s ,  t h e  d i s t r i b u t i o n  i s  

m o s t  o f t e n  u s e d  w i t h  a  k n o w n ,  a n d  e q u a l  t o  0. T h e r e  a r e  o t h e r  

c a s e s ,  h o w e v e r ,  w h e r e  i t  m i g h t  b e  s u p p o s e d  t h a t  s o m e  v a r i a b l e  

d e c l i n e s  e x p o n e n t i a l l y  a f t e r  a c e r t a i n  v a l u e ,  a ,  w h i c h  i s  

u n k n o w n .  I n  t h i s  t h e s i s  o n l y  t h i s  c a s e ,  w h e r e  b o t h  a  a n d  b  a r e  

u n k n o w n ,  w i l l  b e  c o n s i d e r e d .  

An i m p o r t a n t  p r o p e r t y  of t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  i s  

t h a t  i t  h a s  a c o n s t a n t  h a z a r d  r a t e .  T h i s  m e a n s  t h a t  a n  i t e m  t h a t  

h a s  a n  e x p o n e n t i a l  f a i l u r e  r a t e  i s  a g e l e s s .  T h e  h a z a r d  r a t e  i s  

d e f i n e d  a s  

w h e r e  f ( y )  i s  t h e  d e n s i t y  f u n c t i o n ,  f ( y )  = d F ( y ) / d y .  T h i s  c a n  b e  

i n t e r p r e t e d ,  f o r  a  l i f e t i m e  d i s t r i b u t i o n ,  a s  t h e  p r o b a b i l i t y  

t h a t  a n  i t e m  w i l l  f a i l  i n  t i m e  d y ,  g i v e n  t h a t  i t  h a s  s u r v i v e d  u p  

t o  t i m e  y .  F o r  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n ,  i t  i s  e a s i l y  s e e n  

t h a t  h ( y ) = l / b .  I n  o t h e r  w o r d s  t h e  f u t u r e  s u r v i v a l  o f  t h e  i t e m  

d o e s  n o t  d e p e n d  o n  t h e  a g e  o f  t h e  i t e m .  S e v e r a l  g o o d n e s s - o f  - f i t  
I 
I 
1 

I t e s t s  h a v e  b e e n  d e r i v e d  b a s e d  o n  t h i s  p r o p e r t y .  

A n o t h e r  c h a r a c t e r i s t i c  o f  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  i s  

t h a t  i t  i s  a s p e c i a l  c a s e  o f  t w o  o t h e r  d i s t r i b u t i o n s  t h a t  a r e  

o f t e n  u s e d  t o  m o d e l  e v e n t s  i n  t i m e ;  t h e  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n ,  

( w h i c h  w i l l  b e  d e f i n e d  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n ) ,  a n d  t h e  gamma 



a l t e r n a t i v e s  t o  b e  g u a r d e d  a g a i n s t  w h e n  t e s t i n g  t h a t  a r a n d o m  

v a r i a b l e  i s  e x p o n e n t i a l l y  d i s t r i b u t e d .  

T h e  E x t r e m e  V a l u e  D i s t r i b u t i o n  

T h e  maximum v a l u e  o f  a  r a n d o m  s a m p l e ,  x  h a s  a  
n  ' 

n o n d e g e n e r a t e  l i m i t i n g  d i s t r i b u t i o n  i f  t h e r e  e x i s t s  a s e q u e n c e  

o f  c o n s t a n t s  { a n )  a n d  { b  1 w i t h  a > 0 s u c h  t h a t  
n  n  

I f  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  ( x n  - b n ) / a ,  i s  n o n d e g e n e r a t e ,  t h e n  F ( y )  

m u s t  b e  o n e  o f  t h r e e  t y p e s .  T h e  T y p e  I d i s t r i b u t i o n ,  w h i c h  i s  

commonly r e f e r r e d  t o  a s  t h e  e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n ,  i s  

d e f i n e d  a s  

w h e r e  a a n d  b  a r e  l o c a t i o n  a n d  s c a l e  p a r a m e t e r s ,  r e s p e c t i v e l y ,  

a n d  b > 0. T h e  t y p e  I1 d i s t r i b u t i o n  i s  d e f i n e d  a s  

- k  
F ( y ; a , b , k )  = e x p { - [ ( y  - a ) / b l  1 , ( 1 2 )  

f o r  y 2 a ,  a n d  b , k  > 0. T h e  t y p e  111 d i s t r i b u t i o n  i s  d e f i n e d  a s  

f o r  y 5 a a n d  b , k  > 0 .  

T h e  t y p e  I d i s t r i b u t i o n  a r i s e s  i f  t h e  p a r e n t  p o p u l a t i o n  h a s  

a r i g h t  t a i l  w h i c h  d e c l i n e s  a t  l e a s t  a s  q u i c k l y  a s  t h e  
6 



e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n ,  t h e  s e c o n d  f o r m  a r i s e s  i f  t h e  r i g h t  

t a i l  i s  t h i c k e r  t h a n  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n ,  a n d  t h e  t h i r d  

f o r m  a r i s e s  i f  t h e  d i s t r i b u t i o n  i s  b o u n d e d  a b o v e .  I f  we l e t  

c  = l / k ,  t h e n  t h e  t y p e  I d i s t r i b u t i o n  c a n  b e  s e e n  a s  t h e  

c r o s s o v e r  p o i n t  b e t w e e n  t h e  t w o  d i s t r i b u t i o n s ,  t h a t  i s ,  w h e r e  

c = o .  

T h e  c o r r e s p o n d i n g  d i s t r i b u t i o n s  o f  s m a l l e s t  v a l u e s  c a n  b e  

f o u n d  b y  l o o k i n g  a t  t h e  d i s t r i b u t i o n s  of  (-Y). T h e  t y p e  111 

d i s t r i b u t i o n  f o r  s m a l l e s t  v a l u e s  i s  a l s o  known  a s  t h e  W e i b u l l  

d i s t r i b u t i o n .  

The  t y p e  I1 a n d  111 d i s t r i b u t i o n s  c a n  b e  t r a n s f o r m e d  t o  t h e  

t y p e  I d i s t r i b u t i o n  b y  t h e  t r a n s f  o r m a t i o n s  

X = l o g  ( Y  - a )  a n d  X = - l o g  ( a  - Y) , 

r e s p e c t i v e l y .  From t h i s  i t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  i f  Y h a s  a 

W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n ,  d e f i n e d  

f o r  y  2 c ,  d , k  > 0 ,  a n d  c  k n o w n ,  t h e n  X = - l o g ( Y  - c )  h a s  t h e  

e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n ,  w h e r e  a  = - l o g ( d )  a n d  b  = l / k .  T h i s  

f a c t  e n a b l e s  u s  t o  t e s t  f o r  t h e  t w o  p a r a m e t e r  W e i b u l l  a n d  t h e  

e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n  w i t h  o n e  p r o c e d u r e .  

The  e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n s  h a v e  a p p l i c a t i o n s  i n  many 

p r o b l e m s  i n v o l v i n g  t h e  maximum o r  minimum v a l u e s  of  a  s a m p l e .  

Some e x a m p l e s  a r e  t h e  w e a k e s t  l i n k  i n  a  c h a i n ,  t h e  maximum 
C 



h e i g h t  o f  a  r i v e r ,  t h e  maximum r a i n f a l l ,  e t c .  T h e  W e i b u l l  

d i s t r i b u t i o n  h a s  a l s o  b e e n  u s e d  q u i t e  o f t e n  i n  r e l i a b i l i t y  a n d  

l i f e t i m e  m o d e l s .  

The Norma l  D i s t r i b u t i o n  

A r a n d o m  v a r i a b l e  i s  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  i f  i t  h a s  t h e  

p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  

2 
f  ( y ; a , b )  = l / [ b / ( 2 1 r ) I  e x p { - ( 1 / 2 ) [ ( y  - a ) / b l  ? , ( 1 6 )  

f o r  b  > 0 .  T h e  p a r a m e t e r s ,  a  a n d  b y  a r e  o n c e  a g a i n  l o c a t i o n  a n d  

s c a l e  p a r a m e t e r s ,  r e s p e c t i v e l y .  T h i s  d i s t r i b u t i o n  i s  t h e  mos t  

w i d e l y  u s e d  d i s t r i b u t i o n  i n  s t a t i s t i c s ,  a n d  h a s  a p p l i c a t i o n s  t o  

a l m o s t  e v e r y  f i e l d  of s t a t i s t i c s .  

1 . 4  E s t i m a t i o n  P r o c e d u r e s  

O r d i n a r y  L e a s t  S q u a r e s  

L e t  y  b e  a v e c t o r  of o b s e r v a t i o n s  a n d  X b e  a m a t r i x  w i t h  

c o l u m n s  ( 1  ,x), w h e r e  x i s  a  v e c t o r  o f  known v a l u e s  a n d  

1'  = ( 1 , l  ,... 1 ) .  L e t  y  b e  l i n e a r l y  r e l a t e d  t o  x ;  t h a t  i s ,  

y = X B + e ,  (17) 

w h e r e  B '  = ( a , b )  i s  t h e  v e c t o r  of  p a r a m e t e r s ,  a n d  e i s  a  v e c t o r  

of r a n d o m  e r r o r s  w i t h  

* 



a n d  

The o r d i n a r y  l e a s t  s q u a r e s  (OLS) e s t i m a t o r  o f  B m i n i m i z e s  t h e  

sum of s q u a r e s  

D i f f e r e n t i a t i n g  a n d  s e t t i n g  e q u a l  t o  0 ,  g i v e s  

w h i c h  i m p l i e s  

T h e r e f o r e ,  t h e  OLS e s t i m a t e s  of  a  a n d  b a r e  

2 
b(OLS)  = [ x ' y  - ( 1 ' ~ )  ( l ' x ) / n ] / [ x ' x  - ( l ' x )  I n ]  

a n d  

I t  i s  known by  t h e  Gauss -Markov  t h e o r e m  t h a t  a ( 0 L S )  a n d  

b ( 0 L S )  a r e  t h e  minimum v a r i a n c e  l i n e a r  u n b i a s e d  e s t i m a t o r s  of a  

a n d  b f o r  t h i s  m o d e l .  (e.g. K e n d a l l  a n d  S t u a r t ,  1 9 7 3 )  I f  ( 1 9 )  

d o e s  n o t  h o l d ,  t h e  OLS e s t i m a t o r s  a r e  s t i l l  u n b i a s e d  e s t i m a t o r s  * 



of a  a n d  b y  b u t  t h e  a r e  n o  l o n g e r  t h e  minimum v a r i a n c e  (MV) 

l i n e a r  e s t i m a t o r s .  T h e  MV l i n e a r  e s t i m a t o r s  a r e  t h e  g e n e r a l i z e d  

l e a s t  s q u a r e s  e s t i m a t o r s  w h i c h  w i l l  b e  d e f i n e d  i n  t h e  n e x t  

s e c t i o n .  

G e n e r a l i z e d  L e a s t  S q u a r e s  T h e o r y  

Once a g a i n ,  l e t  y  b e  a  v e c t o r  of  o b s e r v a t i o n s  a n d  X b e  a  

m a t r i x  w i t h  c o l u m n s  ( 1  , x ) ,  s u c h  t h a t  

w h e r e  B '  = ( a , b )  i s  t h e  v e c t o r  o f  p a r a m e t e r s  a n d  e  i s  t h e  v e c t o r  

of r andom e r r o r s  w i tbh  . e x p e c t a t i o n  e q u a l  t o  0. Now, l e t  

The g e n e r a l i z e d  l e a s t  s q u a r e s  (GLS) e s t i m a t e  of  B y  g i v e n  b y  

A i t k e n  ( 1 9 3 5 ) ,  ( a l s o ,  s e e  K e n d a l l  a n d  S t u a r t ,  1 9 7 3 ) ,  i s  f o u n d  b y  

- 1 
t r a n s f o r m i n g  y  t o  i . i - d  v a r i a b l e s .  T h a t  i s ,  d e c o m p o s e  V i n t o  

LL ' ,  a n d  l e t  

z = L'y y 

W = L'X , 

a n d  

u  = L ' e  . 

The new m o d e l  i s  t h e n  

* 



w h e r e  

T h u s ,  u s i n g  o r d i n a r y  l e a s t  s q u a r e s  w e  c a n  f i n d  t h e  e s t i m a t e  o f  

B ,  

- 1 
B ( 0 L S )  = ( W ' W )  W ' y  

= ( x ' L L 8 x ) - l  X ' L L 8 y  

-1 -1 
= ( X ' V  X )  x ' v - l Y .  

T h e r e f o r e ,  t h e  G L S  e s t i m a t e  o f  B i s  

B ( G L S )  = ( X ' V - ' X ) - ' X ' V - ' ~  

w h i c h  i m p l i e s  t h a t  

a n d  

w h e r e  

b ( G L S )  = 1 ' G y  , 

- 1 - 1 
G = V ( l x '  - x 1 8 ) V  /D , 

a n d  



-1 2 
D = ( l ' v - ' l ) ( x ' ~ - ~ x )  - ( l ' V  x) . ( 3 7 )  

I t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  t h e s e  a r e  t h e  b e s t  (MV) l i n e a r  u n b i a s e d  

e s t i m a t e s  of a  a n d  b .  ( K e n d a l l  a n d  S t u a r t ,  1 9 7 3 )  

The GLS e s t i m a t e s  a r e  a l s o  t h e  v a l u e s  w h i c h  m i n i m i z e  t h e  

g e n e r a l i z e d  e r r o r  sum of  s q u a r e s ,  

- 1 
R = ( y  - XB)'V ( y  - XB) . 

D i f f e r e n t i a t i n g  a n d  s e t t i n g  e q u a l  t o  0 l e a d s  t o ,  

w h i c h  i m p l i e s  

- 1  -1  
B(CLS) = (X'V X) x 0 v - l Y  . ( 4 0 )  

The f a c t  t h a t  t h e  GLS e s t i m a t e s  m i n i m i z e  t h i s  w e i g h t e d  sum o f  

s q u a r e s  i s  u s e • ’  u l  i n  u n d e r s t a n d i n g  t h e  d i f f e r e n t  g o o d n e s s - o f  -•’  i t  

t e s t s  t o  b e  d i s c u s s e d  i n  c h a p t e r  2 .  

A p a r t i c u l a r  s i t u a t i o n  w h e r e  t h e  g e n e r a l i z e d  l e a s t  s q u a r e s  

e s t i m a t o r s  a r e  of v a l u e  i s  i n  t h e  e s t i m a t i o n  of  p a r a m e t e r s  f r o m  

t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s  of a  s a m p l e .  L e t  y  b e  a  c o n t i n u o u s  r a n d o m  

v a r i a b l e  w i t h  d i s t r i b u t i o n  F ( y ; a , b ) ,  w h e r e  a a n d  b  a r e  l o c a t i o n  

a n d  s c a l e  p a r a m e t e r s .  A l s o  l e t  y  <. . . , F y  (1)  q 2 )  ,- ( n  1 b e  t h e  

o r d e r  s t a t i s t i c s  of a  s a m p l e  of s i z e  n f r o m  t h i s  d i s t r i b u t i o n .  

Then  



w h e r e  t i s  t h e  r e d u c e d  r andom v a r i a b l e  w i t h  d i s t r i b u t i o n  

F ( t ; O , l )  

L e t  m b e  t h e  e x p e c t e d  v a l u e  of t h e  i - t h  o r d e r  s t a t i s t i c s  
i 

of a  s a m p l e  of s i z e  n  d r a w n  f r o m  F ( t ; O , l ) ,  a n d  m b e  t h e  v e c t o r  

w i t h  c o m p o n e n t s  m . T h e n ,  
i 

a n d  

w h e r e  i n  t h i s  c a s e  y  i s  t h e  v e c t o r  of o r d e r  s t a t i s t i c s ,  a n d  X i s  

t h e  m a t r i x  w i t h  c o l u m n s  ( 1 , m ) .  

S i n c e  t h e  y  
( 5 )  

a r e  o r d e r  s t a t i s t i c s ,  t h e y  a r e  n o t  

i n d e p e n d e n t  a n d  i d e n t i c a l l y  d i s t r i b u t e d  ( i . i . d . )  r a n d o m  

v a r i a b l e s .  L e t  V b e  t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  of t h e  o r d e r  

s t a t i s t i c s  f r o m  t h e  d i s t r i b u t i o n  F ( t ; O , l ) ,  a n d  t h e r e f o r e  of e ;  

i . e . ,  

E s t i m a t e s  of  a  a n d  b  c a n  t h e n  b e  f o u n d  b y  a p p l y i n g  ( 3 4 )  a n d  

( 3 5 )  



The N o r m a l  D i s t r i b u t i o n  

F o r  some  d i s t r i b u t i o n s ,  t h e  p r o p e r t i e s  of m a n d  V s i m p l i f y  

t h e  GLS t h e o r y .  ( s e e  LLoyd ,  1 9 5 2 ;  a n d  K e n d a l l  a n d  S t u a r t ,  1 9 7 3 )  

F o r  s y m m e t r i c  d i s t r i b u t i o n s ,  

a n d  

w h e r e  

A p p l y i n g  t h i s  f a c t ,  

w h i c h  i m p l i e s  t h a t  

U s i n g  t h i s  r e s u l t ,  ( 3 4 )  a n d  ( 3 5 )  r e d u c e  t o  



a n d  

b ( G L S )  = m ' ~ - ' y / m # V - l m  

F u r t h e r m o r e ,  f o r  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  i t  i s  known t h a t  

- 1 v 1 = 1 ,  ( 5 2 )  

i m p l y i n g  t h a t  ( 3 4 )  f u r t h e r  r e d u c e s  t o  

a ( G L S )  = l ' y / n  = . (53) 

T h e  E x p o n e n t i a l  D i s t r i b u t i o n  

A n o t h e r  s p e c i a l  d i s t r i b u t i o n  f o r  w h i c h  s i m p l i f y i n g  

- 1 
p r o p e r t i e s  o f  m a n d  V a r e  k n o w n  i s  t h e  e x p o n e n t i a l  

d i s t r i b u t i o n .  I n  t h i s  c a s e  

- 1 
a n d  V h a s  a l l  e l e m e n t s  z e r o  e x c e p t  

a n d  



T h e s e  p r o p e r t i e s  i m p l y  t h a t  

l ' m  = n  , 

a n d  

H e n c e  ( 3 4 )  a n d  ( 3 5 )  b e c o m e  

a ( G L S )  = y  
( 1 )  

- [? - Y ( ~ )  l / ( n  - 1 )  , 

a n d  

T h e s e  s p e c i a l  f o r m s  of t h e  GLS e s t i m a t o r s  w i l l  b e c o m e  i m p o r t a n t  

i n  s t u d y i n g  t h e  r e g r e s s i o n  t e s t s  f o r  t h e  e x p o n e n t i a l  a n d  n o r m a l  

d i s t r i b u t i o n s  - 
Maximum L i k e l i h o o d  

L e t  y l ,  y 2 ,  * - - ,  'n b e  a  r a n d o m  s a m p l e  f r o m  a  d e n s i t y  

f ( y ; B ) ,  w h e r e  B i s  a  v e c t o r  o f  unknown  p a r a m e t e r s .  T h e  I- 



L i k e l i h o o d  F u n c t i o n  i s  d e f i n e d  

T h e  maximum l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r s  a r e  t h e  s e t  o f  v a l u e s  o f  t h e  

p a r a m e t e r s ,  B ,  w h i c h  m a x i m i z e  t h e  L i k e l i h o o d  F u n c t i o n .  ML 

e s t i m a t o r s ,  f i r s t  i n t r o d u c e d  b y  F i s h e r  ( 1 9 2 1 ) ,  h a v e  s e v e r a l  n i c e  

s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s ,  i n c l u d i n g  t h e  f a c t  t h a t  t h e y  a r e  

a s y m p t o t i c  MV u n b i a s e d  e s t i m a t o r s .  F o r  a c o m p l e t e  d i s c u s s i o n  o f  

ML e s t i m a t o r s  a n d  t h e i r  p r o p e r t i e s ,  s e e  K e n d a l l  a n d  S t u a r t  

T h e  E x p o n e n t i a l  D i s t r i b u t i o n  

For t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n ,  t h e  maximum l i k e l i h o o d  

e s t i m a t o r s  o f  a a n d  b  a r e  

a  (ML) = y  
( 1 )  

a n d  b(ML) = 7 - 
Y ( l )  , 

w h e r e  

a n d  y 
( 1 )  

i s  t h e  s m a l l e s t  v a l u e  i n  t h e  s a m p l e .  a (ML)  a n d  b  (ML) 

a r e  b i a s e d ,  a n d  i t  i s  i m p o r t a n t  t o  n o t e  t h a t  t h e  v a r i a n c e  o f  

a ( M L )  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  l / n 2  r a t h e r  t h a n  l / n  T h i s  f a c t  w i l l  b e  

u t i l i z e d  i n  c h a p t e r  3 .  

T h e  s i m i l a r i t y ,  i n  t h i s  c a s e ,  b e t w e e n  t h e  GLS e s t i m a t o r s  



and  t h e  maximum l i k e l i h o o d  (ML) e s t i m a t o r s  i s  e a s i l y  s e e n .  I n  

f a c t ,  t h e  GLS e s t i m a t o r s  c a n  b e  e x p r e s s e d  a s  f u n c t i o n s  of  t h e  ML 

e s t i m a t o r s ;  

a n d  

The E x t r e m e  V a l u e  D i s t r i b u t i o n  

The  maximum l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r s  of a  a n d  b f o r  t h e  

e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n  (Type  I )  a r e  

n  
a(ML) = -b(ML) l o g  { Z e x p [ - y i / b ( M L ) l / n }  , 

i=l 

a n d  

w h e r e  b(ML) m u s t  b e  s o l v e d  f o r  i t e r a t i v e l y .  T h e s e  a r e  b i a s e d  

e s t i m a t e s  of a  a n d  b .  



The Norma l  D i s t r i b u t i o n  

F o r  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n ,  t h e  maximum l i k e l i h o o d  

e s t i m a t e s  of a  a n d  b a r e  

n  
2 

a(ML) = 7, a n d  b(ML) = ( l / n )  Z ( y i  - 7 )  . ( 7 3 )  
i = l  

I t  i s  i n t e r e s t i n g  t o  n o t e  t h a t  a (GLS)  = a ( M L ) ,  i n  t h i s  c a s e .  



11. R e g r e s s i o n  T e s t s  

2 . 1  I n t r o d u c t i o n  

T h e  f o r e r u n n e r s  of r e g r e s s i o n  t e s t s  o f  f i t  w e r e  t h e  

g r a p h i c a l  g o o d n e s s - o f  -f  i t  m e t h o d s .  I n  t h e s e  m e t h o d s  t h e  o r d e r e d  

s a m p l e  i s  p l o t t e d  a g a i n s t  s o m e  f u n c t i o n  o f  i ,  a n d  t h e  

g o o d n e s s - o f - f i t  i s  g r a p h i c a l l y  e s t i m a t e d  b y  t h e  c l o s e n e s s  o f  

t h i s  p l o t  t o  l i n e a r i t y .  R e g r e s s i o n  t e s t s  c a n  b e  s e e n  a s  a t t e m p t s  

- -  t o  d e f i n e  t h e  m e a n i n g  of a g o o d  o r  b a d  f i t ,  b y  t h e  u s e  o f  a 

m e a s u r e  o f  t h e  l i n e a r i t y  of t h e  p l o t .  

S e v e r a l  d i f f e r e n t  m e t h o d s  o f  m e a s u r i n g  l i n e a r i t y  e x i s t ,  a n d  

t h e s e  m e t h o d s  a r e  d i s c u s s e d  i n  s e c t i o n  2 . 2 .  I n  s e c t i o n  2 . 3  t h e  

v a r i o u s  r e g r e s s i o n  t e s t s  a r e  p r e s e n t e d ,  a n d  t h e  p r o c e d u r e  t o  

c a l c u l a t e  t h e  t e s t  s t a t i s t i c s  i s  g i v e n  i n  s e c t i o n  2 . 4 .  I n  t h e  

f i n a l  s e c t i o n  o f  t h i s  c h a p t e r  r e s u l t s  o n  s o m e  o f  t h e s e  

r e g r e s s i o n  t e s t s  a r e  g i v e n .  

2 . 2  M e a s u r e s  of L i n e a r i t y  

M o s t  r e g r e s s i o n  s t a t i s t i c s  u t i l i z e  t h e  f o l l o w i n g  m o d e l ,  

f o r  s o m e  x ,  w h e r e  

C 



a n d  y  i s  t h e  v e c t o r  o f  o r d e r  s t a t i s t i c s .  A m e a s u r e  o f  how w e l l  

t h e  d a t a  f i t s  t h i s  l i n e a r  m o d e l  i s  d e s i r e d .  T h i s  m e a s u r e  o f  t h e  

l i n e a r i t y  o f  t h e  d a t a  s h o u l d  n o t  d e p e n d  o n  t h e  p a r a m e t e r s ,  a  a n d  

b ,  o f  t h e  h y p o t h e s i z e d  d i s t r i b u t i o n .  T h a t  i s ,  t h e  m e a s u r e  s h o u l d  

b e  l o c a t i o n  a n d  s c a l e  i n v a r i a n t .  T h i s  a l l o w s  o n e  t e s t  s t a t i s t i c  

t o  b e  u s e d  f o r  a l l  v a l u e s  o f  a  a n d  b .  

M e a s u r e s  of L i n e a r i t y  u s i n g  E s t i m a t o r s  

2 
T h e  m o s t  common m e a s u r e  o f  l i n e a r i t y  i s  t h e  o r d i n a r y  r , 

t h e  s q u a r e d  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  a  v e c t o r  o f  v a l u e s  y ,  a n d  a  

v e c t o r  o f  v a l u e s  x ,  d e f i n e d  

2 
L o o k i n g  a t  R = 1 - r i s  m o r e  i n t u i t i v e  t o  g o o d n e s s - o f - f i t  

t e s t i n g  s i n c e  t h e  h y p o t h e s i s  o f  a  c e r t a i n  m o d e l  i s  r e j e c t e d  b y  

l a r g e  v a l u e s  o f  t h e  s t a t i s t i c .  A p r o c e d u r e  w h i c h  p r o d u c e s  a  

s t a t i s t i c  e q u a l  t o  R i s  t o - r e g r e s s  t h e  o r d e r e d  v a l u e s  o n  s o m e  

f u n c t i o n  o f  i ,  e s t i m a t e  a  a n d  b  b y  o r d i n a r y  l e a s t  s q u a r e s  ( O L S ) ,  

a n d  c a l c u l a t e  t h e  e r r o r  ( o r  u n e x p l a i n e d )  sum o f  s q u a r e s ,  

E S S ( O L S ) ,  d i v i d e d  b y  t h e  t o t a l  s u m  o f  s q u a r e s ,  TSS.  T h e  

s t a t i s t i c ,  R ,  i s  t h e n  d e f i n e d  

* 



w h e r e  

a n d  a ( O L S ) ,  b ( O L S ) ,  a n d  y  a r e  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n s  ( 2 3 ) ,  ( 2 4 ) ,  

a n d  ( 7 4 ) ,  r e s p e c t i v e l y .  

B e c a u s e  of t h e  i d e n t i t y ,  TSS = E S S  (OLS)  + R S S ( O L S )  , w h e r e  

- 

R S S ( O L S )  = ( 9  - 7 1 ) ' ( 9  - 7 1 )  , ( 8 2 )  

R a l w a y s  l i e s  b e t w e e n  0 a n d  1. C l e a r l y ,  r 2  i s  e q u i v a l e n t  t o  

M e a s u r e s  of L i n e a r i t y  u s i n g  GLS E s t i m a t o r s  

The  m a i n  p r o b l e m  w i t h  t h e  m e a s u r e s  of  l i n e a r i t y  i n v o l v i n g  

e s t i m a t i o n  b y  OLS i s  t h a t  s i n c e  we a r e  i g n o r i n g  t h e  c o v a r i a n c e  

s t r u c t u r e  o f  t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s ,  we a r e  n o t  g e t t i n g  t h e  b e s t  

e s t i m a t e s  of  a  a n d  b. T h u s ,  b e c a u s e  we a r e  n o t  u s i n g  t h i s  

i n f o r m a t i o n  a b o u t  t h e  d i s t r i b u t i o n ,  we e x p e c t  a  d r o p  i n  power  

f r o m  t h i s  t y p e  of s t a t i s t i c .  

I f  we w i s h  t o  u t i l i z e  t h e  i n f o r m a t i o n  of  t h e  c o v a r i a n c e  

s t r u c t u r e  i,n t h e  e s t i m a t i o n  p r o c e d u r e ,  t h e  p a r a m e t e r s  a a n d  b 



s h o u l d  b e  e s t i m a t e d  u s i n g  g e n e r a l i z e d  l e a s t  s q u a r e s  (GLS) . A f t e r  

t h i s  h a s  b e e n  d o n e ,  i t  s e e m s  r e a s o n a b l e ,  f o r  a  m e a s u r e  o f  t h e  

f i t  t o  t h e  l i n e  t o  l o o k  a t  s o m e  f u n c t i o n  o f  t h e  r e s i d u a l s ,  

y  - 9. T h e  p r o b l e m  i s  t h a t  t h e r e  i s  n o  f u n c t i o n  t h a t  h a s  t h e  

2 
r e l a t i o n s h i p  t o  r , t h e  s q u a r e d  c o r r e l a t i o n  c o e f f i c i e n t ,  t h a t  

t h e  o r d i n a r y  e r r o r  sum o f  s q u a r e s  h a s .  T h e r e f o r e ,  s e v e r a l  

m e t h o d s  o f  m e a s u r i n g  l i n e a r i t y ,  u s i n g  GLS e s t i m a t o r s ,  w i l l  b e  

c o n s i d e r e d .  

T h e  f i r s t  m e t h o d  of  m e a s u r i n g  l i n e a r i t y  u s i n g  GLS 

e s t i m a t o r s ,  i s  t o  l o o k  a t  t h e  s u m  o f  s q u a r e s  o f  t h e  r e s i d u a l s  

u s i n g  GLS e s t i m a t o r s  d i v i d e d  b y  t h e  t o t a l  s u m  o f  s q u a r e s .  T h e  

e r r o r  sum o f  s q u a r e s  u s i n g  GLS e s t i m a t o r s  i s  d e f i n e d  

w h e r e  

a n d .  a ( G L S )  a n d  b (GLS) a r e  d e f i n e d  i n  e q u a t i o n s  ( 3 4 )  a n d  ( 3 5 1 ,  

r e s p e c t i v e l y .  T h i s  m e a s u r e  h a s  a n  i n t u i t i v e  a p p e a l ,  a n d  a s  w i l l  
I 

b e  s e e n  l a t e r ,  i t  h a s  s o m e  n i c e  s t a t i s t i c a l  p r o p e r t i e s .  

I M e a s u r e s  o f  L i n e a r i t y  u s i n g  a  

D e c o m p o s i t i o n  o f  t h e  C o v a r i a n c e  M a t r i x  

T h e  s e c o n d  m e t h o d  o f  u t i l i z i n g  t h e  GLS e s t i m a t e s  i n  a 

m e a s u r e  of l i n e a r i t y  u s e s  t h e  way i n  w h i c h  t h e  GLS e s t i m a t e s  a r e  

* 



- 1 
f o u n d .  T h a t  i s ,  we f i r s t  d e c o m p o s e  V , t h e  i n v e r s e  c o v a r i a n c e  

m a t r i x  of e ,  t h e  r andom e r r o r  t e r m ,  i n t o  

a s  was p r e s e n t e d  i n  s e c t i o n  1 . 4  a b o v e .  T h e n ,  t r a n s f o r m  t h e  y  

v e c t o r  and  t h e  X m a t r i x  i n t o  

z = L'y 

W = L'X . 

The c o v a r i a n c e  m a t r i x  of z i s  now t h e  i d e n t i t y  m a t r i x .  We c a n  

t h e n  l o o k  a t  
__--- 

d i v i d e d  by  

w h e r e  

a n d  

A p r o b l e m  w i t h  t h i s  me thod  i s  t h a t  t h e  TSS i s  n o t  

i n d e p e n d e n t  o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  u s e d .  S i n c e  t h e r e  i s  more  t h a n  

- 1 
o n e  way t o  d e c o m p o s e  t h e  m a t r i x ,  V , i n t o  a  m a t r i x  t i m e s  i t s  

* 



t r a n s p o s e ,  t h i s  m e t h o d  i s  n o t  d e s i r a b l e .  

M e a s u r e s  o f  L i n e a r i t y  u s i n g  t h e  G e n e r a l i z e d  E r r o r  Sum o f  S q u a r e s  

A n o t h e r  m e t h o d  of m e a s u r i n g  l i n e a r i t y  i s  b a s e d  o n  t h e  

g e n e r a l i z e d  e r r o r  s u m  o f  s q u a r e s ,  GESS. GESS i s  d e f i n e d  

w h e r e  

S i n c e  t h i s  i s  t h e  q u a n t i t y  t h a t  i s  m i n i m i z e d  b y  t h e  GLS 

.-. - - - e s t i m a t i o n  p r o c e d u r e ,  i t  i s  a n  a p p r o p r i a t e  m e a s u r e  t o  b e  u s e d  

w h e n  t h e  p a r a m e t e r s  a r e  e s t i m a t e d  b y  GLS. I n  o r d e r  t o  m a k e  t h e  

m e a s u r e  o f  l i n e a r i t y  s c a l e  i n v a r i a n t ,  t h e  GESS m u s t  b e  d i v i d e d  

b y  a n o t h e r  s u m  o f  s q u a r e s .  What  i s  w a n t e d  i s  a  g e n e r a l i z e d  TSS 

of t h e  f o r m  

w h e r e  c  i s  s o m e  s u i t a b l e  s c a l a r  q u a n t i t y .  B u s e  ( 1 9 7 3 )  p r o p o s e d  

t h e  q u a n t i t y  c = ~ ( G L s ) ,  w h e r e  

T h e  g e n e r a l i z e d  t o t a l  s u m  o f  s q u a r e s  i s  t h e n  



T h i s  q u a n t i t y  h a s  p r o p e r t i e s  s i m i l a r  t o  t h e  TSS i n  o r d i n a r y  

r e g r e s s i o n .  J u s t  a s  i s  t h e  s c a l a r  t h a t  m i n i m i z e s  t h e  

u n w e i g h t e d  s u m  o f  s q u a r e d  d e v i a t i o n s  ( y  - c l ) ' ( y  - c l ) ,  y  (GLS) 

m i n i m i z e s  t h e  w e i g h t e d  s u m  o f  s q u a r e s ,  ( 9 4 ) .  A l s o ,  GTSS c a n  b e  

d e c o m p o s e d  i n t o  a g e n e r a l i z e d  r e g r e s s i o n  sum o f  s q u a r e s ,  a n d  t h e  

GESS d e f i n e d  a b o v e .  T h e  d e c o m p o s i t i o n  i s  

T h u s ,  t h e  m e a s u r e  o f  l i n e a r i t y  c o n s i s t i n g  o f  GESS d i v i d e d  b y  

GTSS,  h a s  t h e  p r o p e r t y  o f  l y i n g  b e t w e e n  0 a n d  1 .  

M e a s u r e s  of L i n e a r i t y  u s i n g  E s t i m a t o r s  

A f i n a l  p o s s i b l e  c l a s s  of m e a s u r e s  o f  l i n e a r i t y  u t i l i z e  t h e  

maximum l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r s .  I f  t h e  ML e s t i m a t o r s  o f  a  a n d  b ,  

a (ML)  a n d  b ( M L ) ,  e x i s t ,  t h e n  t h e s e  e s t i m a t o r s  c a n  t h e n  b e  

i n s e r t e d  i ,n t h e  r e g r e s s i o n  e q u a t i o n  a n d  t h e  f i t  m e a s u r e d  b y  o n e  

o f  t h e  a l r e a d y  m e n t i o n e d  p r o c e d u r e s .  S i n c e  t h e  c o v a r i a n c e  

m a t r i x ,  V ,  i s  n o t  e x p l i c i t l y  u s e d  i n  t h e  e s t i m a t i o n  p r o c e d u r e ,  

t h e  m o s t  a c c e p t a b l e  m e a s u r e  i s  t h e  o r d i n a r y  E S S ( M L ) / T S S ,  w h e r e  

ESS(ML) i s  t h e  r e s i d u a l  s u m  o f  s q u a r e s  u s i n g  maximum l i k e l i h o o d  

e s t i m a t o r s .  A l t h o u g h  t h i s  m e t h o d  h a s  n o  l e a s t  s q u a r e s  

i n t e r p r e t a t i o n ,  i t  h a s  t h e  a d v a n t a g e  t h a t  t h e  ML e s t i m a t o r s  d o  

n o t  r e q u i r e  t h e  e x p e c t e d  v a l u e s  o r  c o v a r i a n c e s  o f  t h e  o r d e r  

s t a t i s t i c s  i n  o r d e r  t o  b e  c a l c u l a t e d .  

* 



I 

I n  t h e  n e x ;  s e c t i o n  t h e  t e s t s  of  f i t  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e s e  

m e a s u r e s  of l i n e a r i t y  w i l l  b e  p r e s e n t e d .  

2 . 3  D e f i n i t i o n s  of R e g r e s s i o n  T e s t s  

A number  o f  d i f f e r e n t  c h o i c e s  f o r  t h e  v e c t o r  x  h a v e  b e e n  

p r o p o s e d  o r  i m p l i e d  f o r  t h e  r e g r e s s s i o n  m o d e l  g i v e n  i n  ( 7 4 ) .  

R e g r e s s i o n  t e s t s  w i l l  b e  p r e s e n t e d  i n  t h e  f r a m e w o r k  of  t h e  

v e c t o r ,  x ,  a n d  t h e  m e a s u r e  of  l i n e a r i t y  t h a t  a r e  u t i l i z e d .  

R e p r e s s i o n  T e s t s  U s i n g  t h e  E x p e c t e d  V a l u e s  of O r d e r  S t a t i s t i c s  

The m o s t  common s e t  of v a l u e s  of x  i s  t h e  v e c t o r  of 

.---- e x p e c t e d  v a l u e s  of t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s ,  m .  I f  t h e  OLS 

e s t i m a t o r s  a r e  u s e d ,  s e v e r a l  s t a t i s t i c s  e q u i v a l e n t  t o  t h e  

2  
o r d i n a r y  r e x i s t .  F o r  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n ,  S h a p i r o  and  

F r a n c i a  ( 1 9 7 2 )  p r o p o s e d  t h e  s t a t i s t i c ,  

2 2  
W' = (m 'y )  / ( n - 1 ) s  m ' m  , 

w h e r e  

2  
I t  i s  e a s i l y  s e e n  t h a t  t h i s  i s  e q u i v a l e n t  t o  r , s i n c e  I'm = 0 

f o r  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n .  S a r k a d i  ( 1 9 7 5 )  s h o w e d  t h a t  t h e  

s t a t i s t i c  r 2  i s  c o n s i s t e n t  f o r  a l l  l o c a t i o n - s c a l e  d i s t r i b u t i o n s  

w i t h  f i n i t e  v a r i a n c e ,  a n d  i n t r o d u c e d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s t a t i s t i c  

f o r  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n ,  a l t h o u g h  h e  g i v e s  n o  

* 



p e r c e n t a g e  p o i n t s  f o r  t h e  s t a t i s t i c .  G e r l a c h  ( 1 9 7 9 )  s h o w e d  t h a t  

2  
a  m o d i f i e d  r s t a t i s t i c  f o r  c e n s o r e d  s a m p l e s  i s  c o n s i s t e n t  f o r  

a l l  g e n e r a l  l o c a t i o n - s c a l e  d i s t r i b u t i o n s ,  a n d  h e  g a v e  p o i n t s  f o r  

t h e  e x t r e m e  v a l u e  ( W e i b u l l )  c a s e .  ( F o r  t h e  p u r p o s e  o f  

2  
c o m p a r i s o n ,  R w i l l  b e  l o o k e d  a t  r a t h e r  t h a n  r .) 

U n t i l  n o w ,  n o  g o o d n e s s - o f - f i t  t e s t s  h a v e  b e e n  p r o p o s e d  

u s i n g  g e n e r a l i z e d  l e a s t  s q u a r e s  o r  maximum l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r s  

a n d  m e a s u r i n g  t h e  d e p a r t u r e  f r o m  l i n e a r i t y  u s i n g  o n e  o f  t h e  

m e t h o d s  d e s c r i b e d  i n  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n .  T h e  t e s t  s t a t i s t i c  

w h i c h  u s e s  g e n e r a l i z e d  l e a s t  s q u a r e s  t o  e s t i m a t e  t h e  p a r a m e t e r s ,  

a n d  m e a s u r e s  t h e  d e p a r t u r e  f r o m  l i n e a r i t y  w i t h  E S S ( G L S ) / T S S ,  
_---- 

w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  G I .  G 1  i s  d e f i n e d  a s ,  

w h e r e  

The  c o r r e s p o n d i n g  t e s t  s t a t i s t i c  u s i n g  maximum l i k e l i h o o d  

e s t i m a t o r s  a n d  m e a s u r i n g  l i n e a r i t y  by E S S  ( M L )  / T S S  , w i l l  b e  

c a l l e d  G2. T h e  t e s t  s t a t i s t i c  w h i c h  u t i l i z e s  t h e  m e a s u r e  o f  

l i n e a r i t y ,  GESS/GTSS d e f i n e d  i n  ( 9 2 )  a n d  ( 9 6 )  r e s p e c t i v e l y ,  w i l l  

b e  r e f e r r e d  t o  G3. 

I n  t h i s  t h e s i s  t h e  f i n i t e  a n d  a s y m p t o t i c  e x p e c t a t i o n s  o f  

s o m e  r e g r e s s i o n  t e s t s  h a v e  b e e n  f o u n d .  A l s o ,  u s i n g  S a r k a d i ' s  

2  
p r o o f  o f  t h e  c o n s i s t e n c y  o f  r , G 1  i s  s h o w n  t o  b e  a c o n s i s t e n t  * 



t e s t .  T h e s e  r e s u l t s  w i l l  b e  p r e s e n t e d  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n .  

A m a j o r  d r a w b a c k  w i t h  t h e  GLS m e t h o d s  i s  t h a t  V h a s  o n l y  

b e e n  t a b u l a t e d  f o r  s m a l l  s a m p l e  s i z e s  ( e . g .  f o r  t h e  e x t r e m e  

v a l u e  d i s t r i b u t i o n  f o r  s a m p l e  s i z e s  u p  t o  n  = 2 5 ,  ( M a n n ,  1 9 6 8 ) ;  

a n d  f o r  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  f o r  s a m p l e  s i z e s  u p  t o  n  = 5 0 ,  

( T i e t j e n ,  e t  a l ,  1 9 7 7 ) ) .  T h e r e  i s  n o  p r o b l e m  f o r  t h e  e x p o n e n t i a l  

d i s t r i b u t i o n ,  s i n c e  t h e  i n v e r s e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  c a n  b e  e a s i l y  

c o m p u t e d ,  b u t  f o r  o t h e r  d i s t r i b u t i o n s  i t  m u s t  b e  a p p r o x i m a t e d  , 

u s i n g  a n  a l g o r i t h m  s u c h  a s  D a v i s  a n d  S t e p h e n s '  ( 1 9 7 7 ,  1 9 7 8 )  

a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  f o r  t h e  n o r m a l  

d i s t r i b u t i o n .  

R e g r e s s i o n  T e s t s  u s i n g  the I n v e r s e  C u m u l a t i v e  D i s t r i b u t i o n  

F u n c t i o n  

T h e r e  h a v e  b e e n  many r e g r e s s i o n  t e s t s  s u g g e s t e d  u s i n g  t h e  

i n v e r s e  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  o f  s o m e  f u n c t i o n  o f  i ,  

f o r  - t h e  i - t h  e l e m e n t  o f  r. . T h e s e  f u n c t i o n s  a r e  e a s i l y  c a l c u l a t e d  

a p p r o x i m a t i o n s  of m y  c h o s e n  e i t h e r  t o  a v o i d  s t o r i n g  t a b l e s  o f  

t h e  e x p e c t e d  v a l u e s  o f  t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s ,  o r  f o r  v e r y  l a r g e  

. s a m p l e  s i z e s  f o r  w h i c h  m h a s  n o t  b e e n  t a b u l a t e d .  ( T h e  e x p e c t e d  

v a l u e s  of t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s  h a v e  b e e n  t a b u l a t e d  f o r  t h e  

n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  f o r  n  = 1 ( 1 ) , 1 0 0 ( 2 5 ) , 2 0 0  b y  P e a r s o n  a n d  

H a r t l e y  ( 1 9 7 2 ) ,  a n d  f o r  t h e  e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n  f o r  

n  = l(1) , 1 0 0  b y  W h i t e  ( l 9 6 7 ) . )  A l s o ,  t h e  a s y m p t o t i c  d i s t r i b u t i o n  

o f  t h e  s t a t i s t i c s  u s i n g  t h e s e  q u a n t i t i e s  i s  o f t e n  e a s i e r  t o  
I 
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c a l c u l a t e  t h a n  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  s t a t i s t i c s  u s i n g  t h e  e x p e c t e d  

v a l u e s  of t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s .  

S i n c e  t h e r e  w o u l d  b e  n o  r e a s o n  t o  a p p r o x i m a t e  m w i t h  some 

- 1 
f u n c t i o n  t o  a v o i d  s t o r a g e ,  a n d  t h e n  s t o r e  V o r  V , a l l  o f  t h e  

t e s t s  i n v o l v i n g  a p p r o x i m a t i o n s  of  t h i s  t y p e  p r o p o s e  e s t i m a t i n g  a 

2 
a n d  b  b y  OLS a n d  m e a s u r i n g  t h e  l i n e a r i t y  by r . One c o u l d ,  of 

c o u r s e ,  e s t i m a t e  V a s  w e l l  w i t h  a n  a l g o r i t h m  s u c h  a s  D a v i s  a n d  

S t e p h e n s  ( 1 9 7 7 , 1 9 7 8 )  f o r  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n ,  a n d  t h e n  

p r o c e e d  w i t h  o n e  of t h e  m e t h o d s  u s i n g  t h e  GLS e s t i m a t e s  of a  a n d  

b.  

T h e s e  a p p r o x i m a t i o n s  of m u t i l i z e  t h e  p r o b a b i l i t y  i n t e g r a l  
- 

t r a n s f o r m a t i o n  w h i c h  i s  a m e t h o d  of  t r a n s f o r m i n g  a n y  c o n t i n u o u s  

d i s t r i b u t i o n  t o  a  u n i f o r m ( 0 , l )  d i s t r i b u t i o n .  T h i s  i s ,  i f  X h a s  

d i s t r i b u t i o n  F ( x ) ,  t h e n  s e t t i n g  

i m p l i e s  u  h a s  a  u n i f o r m ( 0 , l )  d i s t r i b u t i o n .  T h e r e f  o r e ,  

E L u ( i )  
] = i / ( n + l )  i s  a  r e a s o n a b l e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  t o  

F { E [ X ( ~ ) ]  1. F o r  t h i s  r e a s o n ,  

w h e r e  u  i s  t h e  v e c t o r  of  u n i f o r m  o r d e r  s t a t i s t i c s ,  h a s  b e e n  

s u g g e s t e d .  I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  c a n  b e  

v e r y  b a d  f o r  t h e  e x t r e m e  v a l u e s  o f  i ,  e s p e c i a l l y  i f  t h e  t a i l s  of 

- 1 
F  a r e s t e e p .  
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The o b v i o u s  t e s t  s t a t i s t i c  t o  u s e  i s  t h e  s q u a r e d  

c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  y  a n d  h .  DeWet a n d  V e n t e r  ( 1 9 7 3 )  p r o p o s e d  

t h i s  s t a t i s t i c  f o r  t h e  n o r m a l  . d i s t r i b u t i o n ,  a n d  g a v e  a t a b l e  o f  

t h e  a s y m p t o t i c  d i s t r i b u t i o n  of t h e  s t a t i s t i c .  S m i t h  a n d  B a i n  

( 1 9 7 6 )  g i v e  some c r i t i c a l  v a l u e s  of  t h e  s t a t i s t i c ,  

2  
Rh = 1 - r ( y  , h ) ,  f o r  t h e  n o r m a l ,  e x p o n e n t i a l ,  a n d  e x t r e m e  v a l u e  - 

c a s e .  

S i n c e  t h e  maximum l i k e l i h o o d  e s t i m a t e s  r e q u i r e  no  s t o r a g e ,  

a n o t h e r  p o s s i b l e  s t a t i s t i c  i s  G 2 ,  E S S ( M L ) / T S S ,  w i t h  m r e p l a c e d  

by h -  T h i s  s t a t i s t i c  w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  G2h.  

D e p e n d i n g  on  t h e  d i s t r i b u t i o n  w i s h e d  t o  b e  t e s t e d  f o r ,  

s e v e r a l  o t h e r  f u n c t i o n s  h a v e  b e e n  s u g g e s t e d .  F o r  e x a m p l e ,  

W e i s b e r g  a n d  B i n g h a m  ( 1 9 7 5 ) ,  f o l l o w i n g  B lom ( l 9 5 8 ) ,  p r o p o s e  

u s i n g  

a s  a n  a p p r o x i m a t i o n  t o  m f o r  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n .  F o r  o t h e r  
i 

d i s t r i b u t i o n s  t h e r e  a r e ,  no  d o u b t ,  o t h e r  f u n c t i o n s  t h a t  

a p p r o x i m a t e  m w e l l .  H o w e v e r ,  i f  t h e  a p p r o x i m a t i o n  i s  g o o d ,  i t  i s  

e x p e c t e d  t h a t  a n y  t e s t  s t a t i s t i c  u s i n g  t h e  a p p r o x i m a t i o n  w i l l  

h a v e  t h e  s a m e  power  p r o p e r t i e s  a s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s t a t i s t i c  

u s i n g  m .  I n d e e d ,  t h i s  i s  w h a t  W e i s b e r g  a n d  B i n g h a m  f o u n d  f o r  

t h e i r  t e s t .  B e c a u s e  of  t h i s ,  no f u r t h e r  c o m p a r i s o n s  w i l l  b e  made 

w i t h  t e s t s  u t i l i z i n g  a p p r o x i m a t i o n s  o t h e r  t h a n  h. 



The S h a p i r o  W i l k  S t a t i s t i c  - 
S h a p i r o  a n d  W i l k  ( 1 9 6 8 ,  1 9 7 2 )  d e v i s e d  t h e  W t e s t s  f o r  

n o r m a l i t y  a n d  e x p o n e n t i a l i t y ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e  p r o c e d u r e  t h e y  

p r o p o s e  i s  t o  r e g r e s s  t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s  on m a s  a b o v e ,  

e s t i m a t e  b  b y  GLS, a n d  t o  l o o k  a t  t h e  n o r m a l i z e d  r a t i o  of t h e  

2 2  
s q u a r e  of b(GLS)  t o  t h e  u s u a l  e s t i m a t e  of b  , s w h i c h  i s  

d e f i n e d  i n  ( 9 9 ) .  T h u s ,  i n  t h e  c a s e  of n o r m a l i t y ,  

2 - 2 
w h e r e  c 2  = m ' ~ - ~ V - ' r n  a n d  R = m ' V  'm .  R 2  a n d  C a r e  c o n s t a n t s  

p l a c e d  i n  t h e  f o r m u l a  s o  t h a t  W l i e s  b e t w e e n  0 a n d  1 .  

.- - - 
T h e r e  i s  a n o t h e r  w a y ,  h o w e v e r ,  t o  v i e w  t h i s  s t a t i s t i c .  I f  

o n e  r e g r e s s e s  t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s  on t h e  v a l u e s  

w h e r e  G i s  g i v e n  i n  ( 3 6 ) ,  a n d  d  i s  t h e  n o r m a l i z a t i o n  c o n s t a n t  t o  

make k ' k  = 1 ,  e s t i m a t e s  a  a n d  b  by OLS, a n d  l o o k s  a t  t h e  

2  
o r d i n a r y  r , o n e  g e t s  a  s t a t i s t i c  e q u i v a l e n t  t o  W .  I n  t h e  c a s e  

of n o r m a l i t y  t h i s  r e d u c e s  t o  r e g r e s s i n g  t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s  on  

2 2 
~ ' v - ' / / ( c  ) w h e r e  C i s  g i v e n  a b o v e ,  a n d  i n  t h e  c a s e  of 

e x p o n e n t i a l i t y  i t  r e d u c e s  t o  r e g r e s s i n g  t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s  o n  

a  s e t  of v a l u e s  t h e  f i r s t  of w h i c h  i s  a t  l / n  - 1 ,  a n d  t h e  r e s t  

a t  l / n .  

A p o s s i b l e  j u s t i f i c a t i o n  f o r  r e g r e s s i n g  t h e  o r d e r  

s t a t i s t i c s  a g a i n s t  t h e s e  u n u s u a l  v a l u e s  comes  f r o m  t h e  r e s u l t s  
* 



of C h e r n o f f  a n d  L i e b e r m a n  ( 1 9 5 6 )  a n d  B a r n e t t  ( 1 9 7 5 ) .  T h e y  f o u n d  

t h a t  i f  o n e  c o n s t r a i n s  e s t i m a t i o n  of a  a n d  b  t o  OLS, t h e n  t h e  

" b e s t "  v a l u e s  t o  u s e  a s  k f o r  t h e  e x p o n e n t i a l  a n d  n o r m a l  

d i s t r i b u t i o n s  a r e  t h o s e  u s e d  f o r  W. H e r e  " b e s t "  means  t h a t  t h e  

OLS e s t i m a t o r s  a r e  a l s o  t h e  GLS e s t i m a t o r s .  T h i s  s e e m s  t o  

s u g g e s t  t h a t ,  a t  l e a s t  f o r  n o r m a l i t y  a n d  e x p o n e n t i a l i t y ,  W w i l l  

2  
b e  a  more p o w e r f u l  s t a t i s t i c  t h a n  t h o s e  b a s e d  o n  r f r o m  

r e g r e s s i n g  t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s  on  m. A l t h o u g h  n o  " b e s t "  v a l u e s  

f o r  k  e x i s t  f o r  t h e  e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n ,  o r  t o  a n y  o t h e r  

w e l l  known d i s t r i b u t i o n ,  t h e  W t e s t  w a s  e x t e n d e d  t o  t h e  e x t r e m e  

v a l u e  d i s t r i b u t i o n  i n  t h i s  t h e s i s .  

U s i n g  t h e  f a c t  d u e  t o  S t e p h e n s  ( 1 9 7 5 )  t h a t  f o r  t h e  n o r m a l  

d i s t r i b u t i o n ,  

a s  n  a p p r o a c h e s  i n f i n i t y ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  t h e  W t e s t  a n d  t h e  

S h a p i r o - F r a n c i a  t e s t ,  W ' ,  a r e  a s y m p t o t i c a l l y  e q u i v a l e n t .  ( I n  

f a c t  W '  w a s  i n i t i a l l y  d e r i v e d  a s  a  l a r g e  s a m p l e  a p p r o x i m a t i o n  t o  

W. F o r  a  c o m p a r i s o n  of  t h e  t w o  s t a t i s t i c s ,  s e e  S h a p i r o  a n d  

F r a n c i a  ( l 9 7 2 ) ,  W e i s b e r g  ( 1 9 7 4 ) ,  a n d  W e i s b e r g  a n d  B i n g h a m  

( l 9 7 5 ) . )  S a r k a d i  c o n j e c t u r e s  t h a t  s i n c e  Shapiro-Francis's t e s t  

i s  c o n s i s t e n t ,  t h a t  t h i s  i m p l i e s  W f o r  n o r m a l i t y  w i l l  a l s o  b e  

c o n s i s t e n t .  

I n  t h e  e x p o n e n t i a l  c a s e ,  h o w e v e r ,  t h e r e  i s  n o  r e l a t i o n s h i p  

b e t w e e n  t h e  S h a p i r o - W i l k  a n d  S h a p i r o - F r a n c i a  t e s t s .  I n  f a c t  f o r  
* 



e x p o n e n t  i a l i t y  

w h i c h  i s  s i m i l a r  t o  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  v a r i a t i o n ,  s / T .  S a r k a d i  

i m p l i e s  t h a t  b e c a u s e  many d i s t r i b u t i o n s  h a v e  t h e  same 

c o e f f i c i e n t  of  v a r i a t i o n  a s  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n ,  t h a t  W 

i s  n o t  c o n s i s t e n t .  I t  i s  n o t  q u i t e  a s  s i m p l e  a s  t h i s ,  h o w e v e r .  

F o r  e x a m p l e ,  i f  o n e  i s  g i v e n  a  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  mean 

. e q u a l  t o  1 ,  a n d  v a r i a n c e  e q u a l  t o  1 ,  ( c 0 e f f i c i e n . t  o f  v a r i a t i o n  

e q u a l  t o  I ) ,  t h e  S h a p i r o - W i l k  s t a t i s t i c  w i l l  h a v e  a s y m p t o t i c  

power e q u a l  t o  1  s i n c e  - .- 

I t  i s  p o s s i b l e  t o  c o n s t r u c t  a  d i s t r i b u t i o n  f o r  w h i c h  t h e  W 

t e s t  f o r  e x p o n e n t i a l i t y  w i l l  n o t  h a v e  a s y m p t o t i c  p o w e r  e q u a l  t o  

1  i f  a t t e n t i o n  i s  r e s t r i c t e d  t o  d i s t r i b u t i o n s  w i t h  a  t h r e s h o l d  

p a r a m e t e r .  ( S i n c e  W i s  known t o  b e  l o c a t i o n  i n v a r i a n t ,  t h e  

t h r e s h o l d  c a n  b e  t a k e n  t o  e q u a l  0 w i t h o u t  l o s s  of g e n e r a l i t y . )  ' 

I n  t h e s e  d i s t r i b u t i o n s  

l i m  E[y 1 = 0 . 
n->w ( 1 )  

S i n c e  t h e  d i s t r i b u t i o n s  of 7 a n d  s 2 ,  a n d  t h u s  t h e  W t e s t  f o r  

e x p o n e n t i a l i t y ,  d e p e n d  o n l y  on  t h e  f i r s t  f o u r  moments  of  a  

d i s t r i b u t i o n ,  o n e  me thod  t o  s h o w  t h a t  t h e  W t e s t  f o r  
e 



e x p o n e n t i a l i t y  i s  i n c o n s i s t e n t  i s  t o  f i n d  a  d i s t r i b u t i o n  i n  t h i s  

r e s t r i c t e d  c l a s s  w i t h  t h e  s a m e  f i r s t  f o u r  m o m e n t s  o f  a n y  

t r a n s l a t e d  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .  I f  t h i s  w a s  d o n e ,  t h e  

S h a p i r o - W i l k  s t a t i s t i c  w o u l d  h a v e  t h e  s a m e  a s y m p t o t i c  

d i s t r i b u t i o n  f o r  t h i s  new d i s t r i b u t i o n  a s  f o r  t h e  n u l l  

d i s t r i b u t i o n ,  a n d  t h u s  c o u l d  n o t  b e  c o n s i s t e n t .  

A n o t h e r  way t o  s h o w  t h e  i n c o n s i s t e n c y  of t h e  W t e s t  i s  t o  

f i n d  a  d i s t r i b u t i o n  r e s t r i c t e d  t o  t h e  p o s i t i v e  a x i s ,  w i t h  t h e  

s a m e  c o e f f i c i e n t  o f  v a r i a t i o n  a s  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .  

Some e x a m p l e s  o f  d i s t r i b u t i o n s  r e s t r i c t e d  t o  t h e  p o s i t i v e  a x i s  

w i t h  c o e f f i c i e n t  o f  v a r i a t i o n  e q u a l  t o  1 a r e ;  t h e  B e t a ( a , b )  .. . - 

d i s t r i b u t i o n  w i t h  a < 1 a n d  b = a ( a + l ) / ( l - a ) ,  t h e  F ( a , b )  

d i s t r i b u t i o n  w i t h  b  > 6 a n d  a = ( 2 b - 4 ) /  ( b - 6 ) ,  a n d  t h e  

l o g n o r m a l  ( 0 , b )  d i s t r i b u t i o n  w i t h  b = l n  ( 2 ) .  

T h e  e x i s t e n c e  o f  t h e s e  d i s t r i b u t i o n s  a l o n e  d o e s  n o t  p r o v e  

t h e  l a c k  of c o n s i s t e n c y  of W .  I t  w o u l d  a l s o  h a v e  t o  b e  s h o w n  

t h a t  t h e  v a r i a n c e  of W f o r  t h e s e  d i s t r i b u t i o n s  a p p r o a c h e s  0  a t  

l e a s t  a s  q u i c k l y  a s  f o r  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .  No r e s u l t s  

o f  t h i s  t y p e  h a v e  b e e n  p r o v e d ,  b u t  t h e  p o w e r  o f  W w a s  c o m p a r e d  

f o r  s e v e r a l  o f  t h e  a b o v e  d i s t r i b u t i o n s  f o r  s a m p l e  s i z e s  1 0 ,  2 0 ,  

5 0 ,  a n d  1 0 0 .  T h e  mean  a n d  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  o f  W w e r e  a l s o  

c a l c u l a t e d  f o r  1 0 0 0  s a m p l e s  of e a c h  s i z e  a n d  f o r  e a c h  

d i s t r i b u t i o n .  T h e s e  v a l u e s  c a n  b e  c o m p a r e d  w i t h  t h o s e  f o r  t h e  

e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  i n  t a b l e  1 .  ( T h e  p o w e r  o f  a n o t h e r  t e s t ,  

A 2 ,  w h i c h  w i l l  b e  d e f i n e d  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r ,  w a s  a l s o  i n c l u d e d  



f o r  t h e  p u r p o s e  of c o m p a r i s o n . )  The r e s u l t s  s t r o n g l y  s u g g e s t  

t h a t  t h e  W t e s t  i s  n o t  a  c o n s i s t e n t ,  t e s t ,  a n d  f o r  some  

d i s t r i b u t i o n s  i s  a s y m p t o t i c a l l y  b i a s e d .  



Table  1 

Expected  v a l u e ,  s t a n d a r d  d e v i a t i o n  and power ( i n  %)  
of t h e  Shapiro-Wi lk  W-test  f o r  e x p o n e n t i a l i t y  a g a i n s t  
s e l e c t e d  a l t e r n a t i v e s .  

A l t e r n a t i v e  Sample E x p e c t e d .  S tandard  Power 
D i s t r i b u t i o n  S i z e  Value D e v i a t i o n  W A2 

E x p o n e n t i a l  10 0.135 0.058 
20 0.060 0.022 
50 0.022 0.006 

100 0.010 0.002 

Beta  10 0.130 0.073 
(.25, .417) 20 0.056 0.021 

50 0.021 0.005 
100 0.010 0.001 

Beta  10 0.129 0.056 
(-5 ,I -5) 20 0.057 0.019 

50 0.021 0.004 
100 0.010 0.001 

B e t a  10 0.134 0.063 
(..75,2.625) 20 0.097 0 .067 

50 0.021 0 .004 
100 0.010 0.002 

Beta  10 0.134 0.061 
(.99,197.01) 20 0.060 0.021 

50 0.022 0.006 
100 0.010 0.002 



2.4 P r o c e d u r e  to C a l c u l a t e  the R e g r e s s i o n  S t a t i s t i c s  

L e t  y l y  y 2 ,  - * - ,  'n 
b e  t h e  r a n d o m  s a m p l e  of s i z e  n  f r o m  t h e  

d i s t r i b u t i o n  F ( y ; a , b ) .  

1 .  S o r t  t h e  s a m p l e  i n  a s c e n d i n g  o r d e r ,  a n d  l e t  y  b e  t h e  v e c t o r  

of o r d e r  s t a t i s t i c s .  

2 .  F i n d  

w h e r e  2 a n d  b^ a r e  OLS, GLS, o r  ML e s t i m a t e s ,  a n d  k i s  t h e  

v e c t o r  o f  e x p e c t e d  v a l u e s  of o r d e r  s t a t i s t i c s  o r  some o t h e r  

f u n c t i o n ,  d e p e n d i n g  on  t h e  s t a t i s t i c  t h a t  i s  b e i n g  

c a l c u l a t e d .  

3 .  C a l c u l a t e  t h e  a p p r o p r i a t e  e r r o r  sum of  s q u a r e s  a n d  t o t a l  s u m  

of  s q u a r e s ;  

4.  Compute  t h e  r e g r e s s i o n  s t a t i s t i c  a c c o r d i n g  t o  t h e  f o r m u l a  

g i v e n  i n  t a b l e  2 .  



T a b l e  2 

D e f i n i t i o n s  of r e g r e s s i o n  t e s t  s t a t i s t i c s  s t u d i e d .  

N o t a t i o n :  

E s S ( c , x )  = [y  - a ( c ) l  - b ( c ) x l ' [ y  - a ( c ) l  - b ( c ) x l  

TSS = ( y  - y ) ' ( y  - $) 

- 1 
GESS = [ y  - a ( G L S )  1 - b(GLS)m] 'V [ y  - ~ ( G L s )  1 - ~ ( G L s ) ~ ] '  

G T S S  = ( y  - j ) v - ' ( y  - 7) 

Name F o r m u l a  



2 . 5  T h e o r y  of R e g r e s s i o n  T e s t s  

E x p e c t a t i o n s  pf a n d  R 

S i n c e  i n  t h e  c a s e  o f  o r d e r  s t a t i s t i c s  t h e  e r r o r s  c a n n o t  b e  

a s s u m e d  t o  b e  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d ,  v e r y  l i t t l e  d i s t r i b u t i o n  

t h e o r y  i s  k n o w n  f o r  t h e  r e g r e s s i o n  s t a t i s t i c s .  F r o m  l e a s t  

s q u a r e s  t h e o r y ,  h o w e v e r ,  t h e  e x p e c t a t i o n s  of t h e  s t a t i s t i c s  

u n d e r  t h e  n u l l  h y p o t h e s i s  c a n  o f t e n  b e  f o u n d .  

Bef o r e  f i n d i n g  t h e  e x p e c t a t i o n s  o f  R a n d  G1 u n d e r  t h e  n u l l  

h y p o t h e s i s ,  we w i l l  p r o v e  f o u r  l e m m a s .  F o r  t h e  r e m a i n d e r  o f  t h i s  

s e c t i o n ,  l e t  y ,  X ,  B y  a n d  e b e  a s  d e f i n e d  i n  ( 2 5 ) ,  a n d  V b e  a s  

d e f i n e d  i n  ( 2 6 ) .  

Lemma 1 

P r o o f :  L e t  9 b e  d e f i n e d  i n  ( 8 1 ) .  I t  i s  known t h a t  



w h e r e  

T h i s  i m p l i e s  t h a t  

w h e r e  t r  i s  t h e  t r a c e  o p e r a t o r .  ( K e n d a l l  a n d  S t u a r t ,  1 9 7 3 )  

F u r t h e r m o r e ,  s i n c e  t h e  t r a c e  o p e r a t o r  i s  i n v a r i a n t  u n d e r  c y c l i c  

p e r m u t a t  i o n  of  m a t r i c e s ,  

Lemma 2 

L e t  9 b e  t h e  v e c t o r  o f  e s t i m a t e s  of  y d e f i n e d  i n  ( 8 4 ) ,  
1 



w h e r e  

- 1 -1 -1 s = ( X ' V  X )  

P r o o f :  F i r s t ,  i t  c a n  b e  s h o w n  t h a t  

a n d  t h u s  

F r o m  ( 1 1 9 )  a n d  ( 1 2 0 ) ,  

L e m m a  2 



P r o o f :  L e t  9 b e  d e f i n e d  i n  ( 8 4 ) .  F o l l o w i n g  t h e  p r o o f  o f  

Lemma 1 ,  i t  c a n  b e  s e e n  t h a t  

w h e r e  

a n d  S - l  i s  d e f i n e d  i n  ( 1 1 8 ) .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  

w h e r e  



Lemma 3 

l i m  E [ E S S ( G L S ) / ~ ]  = 0 . 
n->W 

f o r  a l l  d i s t r i b u t i o n s  w i t h  f i n i t e  s e c o n d  moment .  

P r o o f :  F i r s t ,  i t  c a n  b e  shown t h a t  f o r  a n y  d i s t r i b u t i o n  

2  2  
w h e r e  a  a n d  p a r e  f i n i t e ,  t h a t  

2 2 
t r ( V )  = n ( a  + 1-1 ) - m ' m  ( 1 2 8 )  

2 
w h e r e  a  i s  t h e  v a r i a n c e  of t h e  r e d u c e d  v a r i a b l e  t ,  a n d  1-1 i s  t h e  

mean of t .  F u r t h e r m o r e ,  H o e f f d i n g  ( 1 9 5 3 )  p r o v e d  t h a t  

l i m  m'mln = 1 y 2  d F ( y )  
n->m 

w h e n e v e r  t h e  r i g h t  h a n d  s i d e  i s  f i n i t e .  T h e r e f o r e ,  

l i r n  [ t r ( V ) / n ) ]  = 0 . 
n->w 

-1 
By Lemma 2 ,  we  know t h a t  s i n c e  X'XS i s  a  c o v a r i a n c e  m a t r i x ,  

w h i c h  i m p l i e s  t h a t  * 



T h e r e f o r e ,  s i n c e  E [ E S S ( G L S ) ]  i s  p o s i t i v e  a n d  l e s s  t h a n  t r ( V ) ,  

t h e  r e s u l t  f o l l o w s  f r o m  ( 1 3 0 ) .  

The s i g n i f i c a n c e  of t h e  a b o v e  lemmas  i s  t h a t  ESS(0LS)  a n d  

ESS(GLS) a r e  t h e  q u a n t i t i e s  i n  t h e  n u m e r a t o r s  of t h e  s t a t i s t i c s ,  

R a n d  G 1 .  I n  b o t h  of t h e s e  c a s e s  t h e  q u a n t i t y  i n  t h e  d e n o m i n a t o r  

2  
i s  s  w h i c h  i s  known t o  c o n v e r g e  i n  p r o b a b i l i t y  t o  b 2 u 2 .  T h i s  

i m p l i e s  t h a t  f o r  a n y  e  > 0, t h e r e  e x i s t s  a n  N s u c h  t h a t  

w h i c h  i m p l i e s  t h a t  

l i m  E ( G 1 )  = l i m  E ( E S S ( G L S ) / T S S )  
n->m n - > a  

F u r t h e r m o r e ,  by t h e  M a r k o v  i n e q u a l i t y  w h i c h  s t a t e s  t h a t  f o r  a n y  

p o s i t i v e  r a n d o m  v a r i a b l e  X ,  

t h e  c r i t i c a l  v a l u e s  of  G1 a p p r o a c h  0 i n  t h e  l i m i t .  

T h e  l i m i t i n g  e x p e c t a t i o n  of R ,  a n d  t h u s  of  t h e  c r i t i c a l  

v a l u e s  of R ,  h a s  b e e n  shown  t o  b e  0 b y  S a r k a d i  ( 1 9 7 5 ) ,  a n d  c a n  
* 



b e  o b t a i n e d  f r o m  H o e f  f  d i n g ' s  ( 1 9 5 3 )  t h e o r e m .  F r o m  t h i s  t h e o r e m  

i t  c a n  b e  d e r i v e d  t h a t  t h e r e  i s  p e r f e c t  a s y m p t o t i c  c o r r e l a t i o n  

b e t w e e n  t h e  e x p e c t e d  v a l u e s  o f  t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s  a n d  t h e  

o r d e r  s t a t i s t i c s .  ( K e n d a l l  a n d  S t u a r t ,  1 9 7 3 ) .  

I n  t h e  s p e c i a l  c a s e  o f  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n ,  E s s / s 2  a n d  

s 2  a r e  i n d e p e n d e n t  d u e  t o  t h e  s u f f i c i e n c y  o f  s 2 .  (Aogg  a n d  

C r a i g ,  1 9 5 6 )  T h i s  i m p l i e s  

a n d  t h a t  f o r  a n y  e  > 0 ,  i n  p a r t i c u l a r  e  = 
1 1 e , 

f o r  a n y  s a m p l e  s i z e .  T h i s  a l l o w s  t h e  e x p e c t a t i o n s  o f  R a n d  G 1  t o  

b e  c a l c u l a t e d  e x a c t l y  f o r  f i n i t e  s a m p l e  s i z e s .  

No s t a t e m e n t  o f  i n d e p e n d e n c e  c a n  b e  made  f o r  t h e  

e x p o n e n t i a l  o r  e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n s ,  b u t  M o n t e  C a r l o  

r e s u l t s  f o r  f i n i t e  s a m p l e  s i z e s  s u g g e s t  t h a t  ( 1 3 6 )  i s  

a p p r o x i m a t e l y  t r u e  f o r  t h e s e  t w o  d i s t r i b u t i o n s .  

C o n s i s t e n c y  of 
2  

I n  o r d e r  t o  p r o v e  t h e  c o n s i s t e n c y  of r ( = I  - R) f o r  a n y  

d i s t r i b u t i o n ,  F O ( x ) ,  w i t h  f i n i t e  v a r i a n c e ,  S a r k a d i  (1975) 

e f f e c t i v e l y  s h o w s  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a n  e  > 0, s u c h  t h a t  



w h e r e  H i s  t h e  n u l l  h y p o t h e s i s ,  F ( x )  = F o ( x ) ,  a n d  H i s  t h e  
0  1  

a l t e r n a t i v e  h y p o t h e s i s ,  F ( x )  = F l ( x ) .  U s i n g  t h e s e  t w o  r e s u l t s  

f r o m  S a r k a d i  a n d  Lemma 4 of  t h e  p r e c e d i n g  s e c t i o n ,  we p r o v e  t h e  

f o l l o w i n g  t h e o r e m .  

Theorem I - 

GI, d e f i n e d  i n  ( l o o ) ,  i s  a  c o n s i s t e n t  t e s t .  

P r o o f :  I t  i s  w e l l  known t h a t  a ( 0 L S )  a n d  b ( 0 L S )  a r e  t h e  

e s t i m a t o r s  w h i c h  m i n i m i z e  t h e  ESS. T h e r e f o r e ,  i f  a n y  o t h e r  

e s t i m a t o r s  a r e  u s e d ,  t h e  ESS w i l l  b e  g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  

t h e  ESS u s i n g  OLS e s t i m a t o r s .  I n  p a r t i c u l a r ,  i t  i s  e a s i l y  s e e n  

t h a t  

w h i c h  i m p l i e s  t h a t  R - < G1. T h i s  f a c t ,  w i t h  r e s u l t  ( 1 3 7 ) ,  i m p l i e s  

t h a t  t h e r e  e x i s t s  a n  e  > 0  s u c h  t h a t  

l i m  P(  G l  > e  I H 1  ) = 1 
n->a. 

I t  w a s  s h o w n  a b o v e  t h a t  t h e  l i m i t i n g  e x p e c t a t i o n  o f  G1 i s  

0 ,  a n d  t h i s ,  a l o n g  w i t h  t h e  Markov  i n e q u a l i t y ,  i m p l i e s  t h a t  f o r  

a n y  e  > 0 ,  

l i m  P(  G1 > e  I Ho ) = 0  . 
n->W 



T h e r e f o r e ,  G1 i s  a  c o n s i s t e n t  t e s t .  

The  E x p e c t a t i o n  of 3 

The e x p e c t a t i o n  of GESS, d e f i n e d  i n  ( 9 2 ) ,  i s  

( K e n d a l l  a n d  S t u a r t ,  1 9 7 3 )  The  e x p e c t a t i o n  o f  GTSS c a n  b e  f o u n d  

a s  f o l l o w s :  

- 1  2  
E ( G T S S )  = E I ~ * V - ' ~  - ( 1 . v  y )  ~ i ~ v - ~ i i  

= E l ( a 1  + bm + e ) ' V - ' ( a 1  + bm + e )  - 
2  

[ l ' v - ' ( a 1  + bm + e ) ]  / I ' V - ' 1 )  

2  -1  - 1  
= E [ b  m ' V  m - ( e # V  l ) ( l ' ~ - ~ e ) / l ' ~ - ~ l  + 

e ' v - l e  - b 2 ( 1 ' ~ - 1 m ) 2 / l ' ~ - 1 1 ]  

2  
= b [m'v-'m - ( 1 ' V - 1 m ) 2 / 1 ' ~ - 1 1  + 

- 1  
n  - t r ( v  1 1 ' ~ - ~ ~ ) / 1 ' ~ - ~ 1 1  

2 -1 2  
= b  [m'v-'m - (1 'V m) / l ' v - l l  + 

( n  - 111  ( 1 4 3 )  

- 1  - 1  
U s i n g  t h e  f a c t  t h a t  1'V m = 0 a n d  V m -> m ,  i n  t h e  c a s e  of t h e  

n o r m a l  d i s t r i b u t i o n ,  

w h i c h  i m p l i e s  t h a t  

2  
l i m  E (GTSS/n )  = 3b . 



I n  t h e  e x p o n e n t i a l  c a s e  ( 1 4 3 )  r e d u c e s  t o  

w h i c h  i m p l i e s  t h a t  

2 
l i m  E ( G T S S / ~ )  = 2b . 
n->m 

T h u s ,  i f  i t  c o u l d  b e  shown t h a t  GTSS a n d  GESS/GTSS w e r e  

i n d e p e n d e n t  o r  t h a t  GTSS c o n v e r g e d  i n  p r o b a b i l i t y  t o  i t s  

e x p e c t e d  v a l u e ,  t h e  a s y m p t o t i c  e x p e c t a t i o n  of G3 w o u l d  e q u a l  1 1 2  

i n  t h e  e x p o n e n t i a l  c a s e  a n d  1 1 3  i n  t h e  n o r m a l  c a s e .  



111. EDF S t a t i s t i c s  

3 . 1  B a c k g r o u n d  D e f i n i t i o n s  

L e t  y  
( 1 1 ,  y ( 2 ) y  * . o y  ' ( n )  

b e  t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s  o f  a 

s a m p l e  of s i z e  n  f r o m  t h e  d i s t r i b u t i o n  F ( y ) .  T h e  EDF s t a t i s t i c s  

m e a s u r e  t h e  d i s c r e p a n c y  b e t w e e n  t h e  e m p i r i c a l  d i s t r i b u t i o n  

f u n c t i o n ,  F n ( y ) ,  d e f i n e d  i n  c h a p t e r  1 ,  a n d  t h e  h y p o t h e s i z e d  

d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n ,  F O ( y ) .  T h e s e  t e s t  s t a t i s t i c s  w e r e  

d e v e l o p e d  f o r  t h e  c a s e  w h e r e  F  ( y )  i s  c o n t i n u o u s ,  a n d  c o m p l e t e l y  
0  

s p e c i f i e d ,  t h a t  i s ,  w i t h  n o  u n k n o w n  p a r a m e t e r s .  

T h e  m o s t  f a m o u s  EDF s t a t i s t i c ,  D ,  w a s  p r o p o s e d  b y  

K o l m o g o r o v  ( 1 9 3 3 ) ,  a n d  i s  d e f i n e d  b y  

T h i s  i s  t h e  l a r g e s t  v e r t i c a l  g a p  b e t w e e n  t h e  e m p i r i c a l  

d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  a n d  F  ( y ) .  K o l m o g o r o v  a l s o  f o u n d  t h e  0 

a s y m p t o t i c  d i s t r i b u t i o n  o f  D ,  a n d  g a v e  a r e c u r r e n c e  r e l a t i o n  f o r  

t h e  d i s t r i b u t i o n  f o r  f i n i t e  n .  

S m i r n o v  ( 1 9 3 9 )  i n t r o d u c e d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  o n e - t a i l e d  t e s t  

s t a t i s t i c s ,  D+ a n d  D - ,  d e f i n e d  b y  

D+ = s u p  [ F n ( y )  - F O ( y ) I  , ( 1 4 9 )  
. Y 



a n d  

a n d  f o u n d  t h e i r  a s y m p t o t i c  d i s t r i b u t i o n .  T h e s e  t h r e e  s t a t i s t i c s ,  

D ,  D + ,  a n d  D - ,  a r e  k n o w n  a s  t h e  K o l m o g o r o v - S m i r n o v  s t a t i s t i c s .  

A n o t h e r  t e s t  s t a t i s t i c  o f  t h i s  g e n e r a l  t y p e  w a s  p r o p o s e d  b y  

K u i p e r  ( 1 9 6 0 ) ,  a n d  i s  d e f i n e d  

T h i s  s t a t i s t i c  w a s  p r o p o s e d  i n  o r d e r  t o  t e s t  f o r  r a n d o m n e s s  o n  a  

c i r c l e .  T h e  K o l m o g o r o v - S m i r n o v  s t a t i s t i c s  c a n  p r o d u c e  d i f f e r e n t  

v a l u e s  d e p e n d i n g  o n  w h e r e  t h e  o r i g i n  o f  t h e  c i r c l e  i s  m e a s u r e d ,  

w h e r e a s  V i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  o r i g i n  o f  t h e  c i r c l e .  K u i p e r  

f o u n d  t h e  a s y m p t o t i c  d i s t r i b u t i o n  o f  V ,  a n d  S t e p h e n s  ( 1 9 6 5 )  g a v e  

t h e  e x a c t  d i s t r i b u t i o n  o f  V f o r  f i n i t e  n. 

B e c a u s e  o f  t h e  G l i v e n k o - C a n t e l l i  t h e o r e m  ( G l i v e n k o ,  1 9  3 3 ;  

C a n t e l l i ,  1 9 3 3 )  w h i c h  s t a t e s  t h a t  i f  F ( y )  = F O ( y ) ,  t h e n  

i t  i s  known t h a t  t h e  K o l m o g o r o v - S m i r n o v  t e s t s  a n d  t h e  K u i p e r  

t e s t  a r e  c o n s i s t e n t  t e s t s .  

A s e c o n d  f a m i l y  o f  E D F  s t a t i s t i c s  f o r  c o n t i n u o u s  

d i s t r i b u t i o n s  w a s  f i r s t  p r o p o s e d  b y  C r a m e r  ( 1 9 2 8 ) ,  a n d  * 



g e n e r a l i z e d  b y  v o n  M i s e s  ( 1 9 3 1 )  a n d  S m i r n o v  ( 1 9 3 9 ) .  T h e  g e n e r a l  

f o r m  i s  

The  s t a t i s t i c  w i t h  g = l  i s  c a l l e d  t h e  C r a m e r - v o n  M i s e s  s t a t i s t i c ,  

W2. T h e  a s y m p t o t i c  d i s t r i b u t i o n  of t h i s  s t a t i s t i c  w a s  

i n v e s t i g a t e d  b y  S m i r n o v  ( 1 9 3 6 ) ,  a n d  f o u n d  b y  A n d e r s o n  a n d  

D a r l i n g  ( 1 9 5 2 ) .  P e a r s o n  a n d  S t e p h e n s  ( 1 9 6 2 )  f o u n d  t h e  

d i s t r i b u t i o n  o f  W2 f o r  f i n i t e  n .  

A n d e r s o n  a n d  D a r l i n g  ( 1 9 5 2 , 1 9 5 4 )  p r o p o s e d  a n d  f o u n d  t h e  

a s y m p t o t i c  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  s t a t i s t i c  w i t h  t h e  w e i g h t  

f u n c t i o n ,  

w h i c h  i s  k n o w n  a s  A2. T h e  c o r r e s p o n d i n g  s t a t i s t i c  f o r  

g o o d n e s s - o f - f i t  o n  t h e  c i r c l e ,  i n v a r i a n t  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  

o r i g i n ,  w'as p r o p o s e d  b y  W a t s o n  ( 1 9 6 1 ) .  T h e  s t a t i s t i c ,  U 2 ,  i s  

w h e r e  

S t e p h e n s  ( 1 9 6 3 , 1 3 6 4 )  f o u n d  t h e  a s y m p t o t i c  a n d  f i n i t e  

d i s t r i b u t i o n  o f  U .  * 



S t e p h e n s  ( 1 9 7 0 )  f o u n d  m o d i f i c a t i o n s  f o r  a l l  o f  t h e  a b o v e  

s t a t i s t i c s ,  s o  t h a t  t h e  a s y m p t o t i c  s i g n i f i c a n c e  p o i n t s  c a n  b e  

u s e d  f o r  f i n i t e  s a m p l e  s i z e s .  T h i s  a l l o w s  t h e  u s e  of t h e s e  

s t a t i s t i c s  w i t h  o n l y  o n e  s e t  o f  t a b l e s .  F o r  a d e t a i l e d  s u r v e y  of 

t h e  d i s t r i b u t i o n  t h e o r y  of EDF t e s t s ,  s e e  D u r b i n  ( 1 9 7 3 ) .  

I n  p r a c t i c e ,  t o  c a l c u l a t e  t h e  E D F  s t a t i s t i c s ,  t h e  

p r o b a b i l i t y  i n t e g r a l  t r a n s f o r m a t i o n ,  r e f e r r e d  t o  i n  t h e  l a s t  

c h a p t e r ,  i s  u t i l i z e d .  T h e  o r d e r  s t a t i s t i c s  f r o m  F ( y )  a r e  

t r a n s f o r m e d  t o  u n i f o r m  o r d e r  s t a t i s t i c s  b y  t h i s  t r a n s f o r m a t i o n ,  

a n d  t h e  e m p i r i c a l  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  o f  t h e s e  n e w  u n i f o r m  

o r d e r  s t a t i s t i c s  i s  c o m p a r e d  w i t h  t h e  u n i f o r m  d i s t r i b u t i o n  

f u n c t i o n ,  F ( z )  = z .  S i n c e  t h i s  c a n  b e  d o n e  f o r  a l l  c o n t i n u o u s  

d i s t r i b u t i o n s ,  t h e  d i s t r i b u t i o n s  of t h e  EDF s t a t i s t i c s  a r e  

i n d e p e n d e n t  o f  t h e  d i s t r i b u t i o n  b e i n g  t e s t e d  f o r .  

T h e  f o r m u l a s  f o r  t h e  6 EDF s t a t i s t i c s  d e f i n e d  a b o v e ,  a r e  

D+ = max [ i / n  - 
z ( i ) l  , ( 1 5 7 )  

i 

D = max (D+,D-) , 

2 
n  

U 2  = W2 - n ( Z  - 1 1 2 )  w h e r e  E = C z i / n  , 
i = l  



a n d  

w h e r e  z 
( i )  

i s  t h e  i - t h  t r a n s f o r m e d  o r d e r  s t a t i s t i c .  . 

I f  t h e  d i s t r i b u t i o n  b e i n g  t e s t e d  h a s  o n e  o r  more  unknown  

p a r a m e t e r s ,  t h e n  t h e  EDF s t a t i s t i c s  a r e  no l o n g e r  d i s t r i b u t i o n  

f r e e .  I t  i s  known,  h o w e v e r ,  t h a t  i f  t h e  unknown p a r a m e t e r s  a r e  

l o c a t i o n  a n d  s c a l e ,  t h e n  t h e  d i s t r i b u t i o n s  of t h e  EDF s t a t i s t i c s  

do n o t  d e p e n d  o n  t h e  unknown p a r a m e t e r s .  

When t e s t i n g  f o r  F  ( y ; a , b )  w i t h  unknown a  a n d  b ,  l o c a t i o n  
0 '  

a n d  s c a l e  p a r a m e t e r s ,  r e s p e c t i v e l y ,  t h e  f o l l o w i n g  p r o c e d u r e  c a n  

b e  u s e d .  F i r s t ,  e s t i m a t e  t h e  p a r a m e t e r s ,  a  a n d  b ,  by maximum 

l i k e l i h o o d  o r  some o t h e r  e f f i c i e n t  m e t h o d ,  a n d  c a l c u l a t e  

w h e r e  ^a a n d  6 a r e  t h e  e s t i m a t e s  of a  a n d  b .  T h e n ,  c a l c u l a t e  

I n  t h i s  c a s e  t h e  z 
( i )  

a r e  n o  l o n g e r  u n i f o r m  r a n d o m  v a r i a b l e s  a n d  

t h e  d i s t r i b u t i o n  of t h e  s t a t i s t i c s  w i l l  d e p e n d  o n  t h e  F ( y )  
0 

b e i n g  t e s t e d  f o r .  

S t e p h e n s  ( 1 9 7 4 , 1 9 7 7 , 1 9 7 9 )  f o u n d  t h e  moments  a n d  

a p p r o x i m a t e :  t h e  a s y m p t o t i c  d i s t r i b u t i o n  of t h e  EDF s t a t i s t i c s  



o n e  o r  b o t h  p a r a m e t e r s  unknown ,  a n d  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  

w i t h  s c a l e  p a r a m e t e r  unknown.  He a l s o  g a v e  m o d i f i c a t i o n s  f o r  t h e  

t e s t  s t a t i s t i c s  f o r  f i n i t e  n  i n  e a c h  of t h e s e  c a s e s .  D u r b i n  

( 1 9 7 5 )  f o u n d  t h e  e x a c t  d i s t r i b u t i o n s  f o r  f i n i t e  n  i n  t h e  c a s e  of 

t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  s c a l e  p a r a m e t e r  unknown f o r  
6 

t h e  s t a t i s t i c s  D ,  D + ,  a n d  D - .  

3 . 2  A p p l i c a t i o n  to the T w o - p a r a m e t e r  E x p o n e n t i a l  D i s t r i b u t i o n  

U n t i l  now, v e r y  l i t t l e  w o r k  h a s  b e e n  d o n e  on E D F  s t a t i s t i c s  

i n  t h e  c a s e  of t e s t i n g  f o r  t h e  t w o - p a r a m e t e r  e x p o n e n t i a l  

d i s t r i b u t i o n .  One r e a s o n  f o r  t h i s  i s  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  s i m p l e  

t e c h n i q u e  t o  e l i m i n a t e  t h e  unknown  l o c a t i o n  p a r a m e t e r ,  a .  I f  

' ( 1 ) '  ' ( 2 ) '  . * "  ' ( n )  
a r e  t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s  f r o m  a  s a m p l e  of 

s i z e  n  f r o m  t h e  e x p o n e n t i a l ( a , b )  d i s t r i b u t i o n ,  t h e n  . 

a r e  t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s  of a  s a m p l e  of s i z e  n -1  f r o m  t h e  

e x p o n e n t i a l ( 0 , b )  d i s t r i b u t i o n .  T h e  z ' s  c a n  t h e n  b e  t e s t e d  u s i n g  

t h e  p r o c e d u r e  a b o v e  a n d  S t e p h e n s '  ( 1 9 7 4 )  m o d i f i c a t i o n s .  

A s  a n  a l t e r n a t i v e  t o  t h e  a b o v e  m e t h o d ,  o n e  c a n  p r o c e e d  w i t h  

t h e  u s u a l  E D F  method f o r  d i s t r i b u t i o n s  w i t h  unknown p a r a m e t e r s .  

T h a t  i s ,  e s t i m a t e  b o t h  p a r a m e t e r s  by some p r o c e d u r e  a n d  p e r f o r m  

t h e  p r o b a b i l i t y  i n t e g r a l  t r a n s f  o r m a t i o n .  I f  t h e  maximum 

l i k e l i h o o d  $ o r  G L S )  e s t i m a t o r s  a r e  u s e d  t h e  a s y m p t o t i c  



d i s t r i b u t i o n  o f  

a  i s  k n o w n .  T h i s  
n 

t h e  s t a t i s t i c s  i s  t h e  s a m e  a s  f o r  t h e  c a s e  I 

i s  b e c a u s e  a (ML)  h a s  v a r i a n c e  of t h e  o r d e r  

L 
l / n  , a n d  s o  i s  s u p e r  e f f i c i e n t ,  a s  m e n t i o n e d  i n  c h a p t e r  1. 

( D a r l i n g ,  1 9 5 5 )  T h e r e  w i l l ,  h o w e v e r ,  b e  a  d i f f e r e n c e  i n  t h e  

d i s t r i b u t i o n  f o r  f i n i t e  s a m p l e  s i z e s .  

I n  m o s t  o t h e r  c a s e s  i n v o l v i n g  e s t i m a t i o n  o f  p a r a m e t e r s ,  t h e  

maximum l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r s  h a v e  b e e n  u t i l i z e d .  I f  t h e  maximum 

l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r s ,  
( 1 )  

a n d  3 - 
Y ( l >  

a r e  u s e d  i n  t h i s  c a s e ,  

t h e n  w  - 
( 1 )  - Y ( l )  - Y ( l )  

w i l l  a l w a y s  b e  e q u a l  t o  0 .  T h i s  i m p l i e s  

t h a t  z  
( 1 )  

i s  a l s o  0, w h i c h  p r o d u c e s  a n  i n f i n i t e  v a l u e  f o r  A 2 .  

S i n c e  A 2  h a s  b e e n  f o u n d  t o  b e  a  v e r y  i m p o r t a n t  E D F  s t a t i s t i c  

( s e e  S t e p h e n s ,  1 9 7 4 ) ,  a n o t h e r  p r o c e d u r e  i s  d e s i r e d .  

A g o o d  s o l u t i o n  i s  t o  u s e  t h e  u n b i a s e d  g e n e r a l i z e d  l e a s t  

s q u a r e s  e s t i m a t e s  r a t h e r  t h a n  t h e  maximum l i k e l i h o o d  e s t i m a t e s -  

I t  h a s  a l r e a d y  b e e n  n o t e d  t h a t  t h e  G L S  e s t i m a t o r s  c a n  b e  

e x p r e s s e d  a s  f u n c t i o n s  of t h e  ML e s t i m a t ' o r s .  I n  c h a p t e r  6 ,  t h e s e  

t w o  e s t i m a t i o n  p r o c e d u r e s ,  a s  w e l l  a s  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  t o  o n e  

p a r a m e t e r  e x p o n e n t i a l  w i l l  b e  c o m p a r e d  o n  t h e  b a s i s  o f  t h e i r  

p o w e r  a g a i n s t  a  w i d e  r a n g e  of a l t e r n a t i v e s ,  w h e n  t e s t i n g  f o r  t h e  

t w o - p a r a m e t e r  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .  



I V .  O t h e r  T e s t s  of F i t  

4 . 1  I n t r o d u c t i o n  

I n  a d d i t i o n  t o  t h e  E D F  a n d  r e g r e s s i o n  t e s t s ,  w h i c h  a r i s e  

o u t  o f  a  p r o c e d u r e  a p p l i c a b l e  t o  t e s t i n g  f o r  many d i f f e r e n t  

d i s t r i b u t i o n s ,  v a r i o u s  s p e c i a l  t e s t s  h a v e  f r e q u e n t l y  b e e n  

p r o p o s e d  b y  d i f f e r e n t  a u t h o r s  t o  t e s t  f o r  s p e c i f i c  

d i s t r i b u t i o n s .  Some p o w e r  c o m p a r i s o n s  h a v e  b e e n  made f o r  t h e s e  

t e s t s  e i t h e r  b e c a u s e  t h e y  w e r e  b e l i e v e d  t o  b e  s e r i o u s  r i v a l s  t o  

t h e  t e s t s  a l r e a d y  m e n t i o n e d ,  o r  b e c a u s e  n o  o t h e r  p o w e r  

c o m p a r i s o n s  h a v e  b e e n  made  f o r  t h e m  i n  t h e  t h r e e  c a s e s  u n d e r  

c o n s i d e r a t i o n  i n  t h i s  t h e s i s .  M o s t  o f  t h e  t e s t s  w e r e  d e v e l o p e d  

w i t h  t h e  o b j e c t  o f  t e s t i n g  f o r  o n e  p a r t i c u l a r  d i s t r i b u t i o n ,  a n d  

t h e y  w i l l  b e  p r e s e n t e d  u n d e r  t h e  h e a d i n g  o f  t h a t  p a r t i c u l a r  

d i s t r i b u t i o n .  

i 4 . 2  E x p o n e n t i a l  D i s t r i b u t i o n  

O t h e r  t h a n  t h e  t e s t s  i n t r o d u c e d  i n  t h i s  t h e s i s ,  o n l y  t w o  

S 
o t h e r  t e s t s  h a v e  b e e n  d e v e l o p e d  p r i m a r i l y  f o r  t e s t i n g  f o r  t h e  

5 

F. t w o - p a r a m e  t e r  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .  T h e y  a r e ;  t h e  

I a S h a p i r o - W i l k  t e s t  w h i c h  w a s  p r e s e n t e d  i n  c h a p t e r  2 ,  a n d  t h e  

T i k u ,  R a i ,  a n d  Mead ( 1 9 7 4 )  t e s t .  T h e  T i k u ,  R a i ,  a n d  Mead t e s t  

* 



s t a t i s t i c ,  TRM, i s  t h e  r a t i o  o f  a n  e s t i m a t o r  o f  b  w h i c h  i s  

c a l c u l a t e d  o n  o n l y  a  p a r t  o f  t h e  s a m p l e ,  w i t h  t h e  maximum 

l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r .  TRM i s  d e f i n e d ,  

w h e r e  

n - r  

q = r / n ,  r = [ . 5  + . 5 n ] ,  a n d  [ x ]  i s  t h e  g r e a t e s t  i n t e g e r  i n  x. 

I t  w a s  a l s o  s h o w n  t h a t  TRM h a s  a  b e t a  d i s t r i b u t i o n ,  w h i c h  f o r  

l a r g e  s a m p l e  s i z e s  c a n  b e  a p p r o x i m a t e d  b y  a n o r m a l  d i s t r i b u t i o n .  

S e v e r a l  o t h e r  t e s t s  w e r e  c h o s e n  t o  b e  c o m p a r e d  o n  t h e  b a s i s  

of t h e i r  g o o d  p o w e r  p r o p e r t i e s  f o r  t h e  o n e - p a r a m e t e r  e x p o n e n t i a l  

d i s t r i b u t i o n .  ( F o r  a  c o m p l e t e  p o w e r  s u r v e y  f o r  t h e  

e x p o n e n t i a l  ( 0 , b )  d i s t r i b u t i o n ,  s e e  S t e p h e n s ,  ( 1 9 7 8 ) )  A t e s t  

w h i c h  i s  k n o w n  t o  b e  u n i f o r m l y  m o s t  p o w e r f u l  a g a i n s t  t h e  gamma 

d i s t r i b u t i o n  a l t e r n a t i v e  w h e n  t e s t i n g  f o r  t h e  e x p o n e n t i a l ( 0 , b )  

d i s t r i b u t i o n  ( S h o r a c k ,  1 9 7 2 ) ,  w a s  s u g g e s t e d  b y  M o r a n  

( 1 9 4 7 , 1 9 5 1 ) .  T h e  t e s t ,  M y  i s  d e f i n e d  

I t  i s  a l s o  k n o w n  t h a t  M h a s  a  x 2  d i s t r i b u t i o n  w i t h  2 n  d e g r e e s  o f  

f r e e d o m .  * 



A n o t h e r  t e s t  i n  t h i s  c a t e g o r y  i s  L ,  i n t r o d u c e d  b y  L e w i s  

( 1 9 6 5 ) .  He p r o p o s e d  t h e  t e s t  

A t h i r d  t e s t  w a s  p r o p o s e d  b y  J a c k s o n  ( 1 9 6 7 ) .  T h i s  i s  

a n o t h e r  t e s t  w h i c h  i s  t h e  r a t i o  of two  e s t i m a t o r s  of b .  I n  t h i s  

c a s e  i t  i s  t h e  OLS e s t i m a t o r  d i v i d e d  b y  t h e  maximum l i k e l i h o o d  

e s t i m a t o r ,  f o r  e x p o n e n t i a l ( 0 , b ) .  T h a t  i s ,  

w h e r e  y  a n d  m a r e  t h e  v e c t o r s  of o r d e r  s t a t i s t i c s  a n d  e x p e c t e d  

o r d e r  s t a t i s t i c s ,  r e s p e c t i v e l y .  

I t  w a s  n e c e s s a r y  t o  m o d i f y  t h e s e  t h r e e  t e s t s  t o  a p p l y  t h e m  

t o  t e s t i n g  f o r  t h e  t w o - p a r a m e t e r  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .  The  

o b v i o u s  m e t h o d  i s  t o  a p p l y  t h e  " d o c k i n g - o f  f "  t r a n s f o r m a t i o n  

d e s c r i b e d  i n  t h e  l a s t  c h a p t e r ,  t o  t .he  o r d e r  s t a t i s t i c s ,  a n d  

c a l c u l a t e  t h e  t e s t  s t a t i s t i c s  on  t h e  z v a l u e s .  T h i s  w a s  d o n e  f o r  

a l l  t h r e e  t e s t s .  

F o r  T ,  h o w e v e r ,  t h e  OLS and  maximum l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r s  

f o r  t h e  t w o - p a r a m e t e r  e x p o n e n t i a l  c o u l d  a l s o  b e  u s e d .  I n  t h i s  

c a s e  T  b e c o m e s ,  

I t  i s  e a s i l y  s h o w n  t h a t  



w h e r e  T1 i s  t h e  T t e s t  o b t a i n e d  f r o m  t h e  " d o c k i n g - o f f "  

p r o c e d u r e .  T h e r e f o r e ,  f o r  J a c k s o n ' s  T ,  u n l i k e  f o r  t h e  EDF t e s t s ,  

t h e  t w o  p r o c e d u r e s  y i e l d  e q u i v a l e n t  r e s u l t s .  

S e v e r a l  EDF t e s t s  w i t h  s p e c i a l  m o d i f i c a t i o n s  f o r  t h e  

o n e - p a r a m e t e r  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n ,  u s e d  w i t h  t h e  d o c k i n g  

o f f  t e c h n i q u e ,  w e r e  a l s o  l o o k e d  a t .  T h e  f i r s t  o f  t h e s e  i s  a 

m o d i f i e d  v e r s i o n  o f  W 2  s u g g e s t  b y  F i n k e l s t e i n  a n d  S c h a f e r  

( 1 9 7 1 ) .  T h e i r  t e s t  s t a t i s t i c ,  F S ,  w h i c h  w a s  f o u n d  t o  h a v e  g o o d  

p o w e r  f o r  t h e  o n e  p a r a m e t e r  c a s e ,  i s  d e f i n e d  

The o t h e r  EDF t e s t s  u t i l i z e  t w o  w e l l  k n o w n  p r o p e r t i e s  o f  

t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .  T h e  f i r s t ,  d u e  t o  P y k e  ( l 9 6 5 ) ,  i s  

t h a t  i f  y  a r e  o r d e r  s t a t i s t i c s  f r o m  a n  e x p o n e n t i a l  
( i )  

d i s t r i b u t i o n ,  t h a t  

w h e r e  y ( O ) = O ,  a l s o  h a v e  a n  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  t h e  

s a m e  s c a l e  p a r a m e t e r .  T h i s  f a c t  i s  a l s o  u t i l i z e d  b y  t h e  M ,  L ,  

a n d  TRM t e s t s  i n t r o d u c e d  a b o v e .  T h e  s e c o n d  p r o p e r t y  i s  t h a t  i f  



t h e n  t h e  u  
( j  

a r e  o r d e r e d  u n i f o r m  r a n d o m  v a r i a b l e s .  A f t e r  

s u b t r a c t  i n g  y  
( 1 ) '  

t h e s e  t w o  t r a n s f o r m a t i o n s  c a n  b e  made  t o  g e t  

n  - 2 u n i f o r m  d i s t r i b u t e d  v a r i a b l e s  w h i c h  c a n  b e  t e s t e d  b y  t h e  

EDF p r o c e d u r e  f o r  a  c o m p l e t e l y  s p e c i f i e d  d i s t r i b u t i o n .  T h i s  

p r o c e d u r e  w i l l  b e  r e f e r r e d  t o  a s  t h e  K t r a n s f o r m a t i o n .  A l l  s i x  

of t h e  E D F  t e s t s  w e r e  c o m p a r e d  u s i n g  t h i s  p r o c e d u r e .  

T h e  f i n a l  t w o  t e s t s  t h a t  w e r e  c o m p a r e d  f o r  t h e  e x p o n e n t i a l  

d i s t r i b u t i o n  a r e  b a s e d  o n  t h e  h a z a r d  r a t e  d e f i n e d  i n  ( 9 ) .  I t  i s  

known t h a t  i f  t h e  h a z a r d  r a t e  o f  a  d i s t r i b u t i o n  i n c r e a s e s  

( d e c r e a s e s )  m o n o t o n i c a l l y ,  t h e n  t h e  n o r m a l i z e d  s a m p l e  s p a c i n g s ,  

d i ,  t e n d  t o  i n c r e a s e  ( d e c r e a s e )  w i t h  i f o r  f i x e d  s a m p l e  s i z e .  

( L i n  a n d  l l u d h o l k a r ,  1 9 8 0 )  T h u s ,  t h e  c o n s t a n t  h a z a r d  r a t e  o f  t h e  

e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  i m p l i e s  t h a t  t h e  n o r m a l i z e d  s p a c i n g s  

s h o u l d  b e  a p p r o x i m a t e l y  t h e  s a m e  s i z e .  S e v e r a l  t e s t s  h a v e  b e e n  

p r o p o s e d  u t i l i z i n g  t h i s  f a c t .  F e r c h o  a n d  R i n g e r  ( 1 9 7 2 )  f o u n d  

G n e d e n k o ' s  F - t e s t  d e f i n e d  

Q ( r )  = ( n - r ) s 1 / r s  u  ' 

w h e r e  

r n  
S1 = C d i  a n d  S  = C d i ,  

U 
i = l  i = r + l  



t o  h a v e  t h e  b e s t  p o w e r  a m o n g  t e s t s  o f  t h i s  t y p e .  Q ( r )  i s  k n o w n  

t o  h a v e  a n  F  d i s t r i b u t i o n  w i t h  2 r  a n d  2 ( n - r )  d e g r e e s  o f  f r e e d o m .  

F e r c h o  a n d  R i n g e r  s u g g e s t  u s i n g  r = [ n / 2 ] .  

I n  o r d e r  t o  g u a r d  a g a i n s t  a l t e r n a t i v e s  w i t h  h a z a r d  r a t e s  

t h a t  a r e  n o t  m o n o t o n i c  ( e . g .  t h e  l o g n o r m a l  d i s t r i b u t i o n ) ,  L i n  

a n d  M u d h o l k a r  ( 1 9 8 0 )  p r o p o s e  t h e  t e s t  t h a t  r e j e c t s  t h e  n u l l  

h y p o t h e s i s  i f  e i t h e r  o f  F 1  o r  F u  f a l l  i n  t h e  r e j e c t i o n  r e g i o n .  

T h e  t w o  t e s t s  a r e  d e f i n e d  

F 1  = ( n - 2 r ) S  / r S  a n d  F u  = ( n - 2 r ) S  / r S  1 m' u m ' ( 1 7 9 )  

w h e r e  

n -r n  
S  = C  d i ,  S  = C d . ,  

m U 
i = r + l  i = n - r + i  

a n d  S  i s  d e f i n e d  a b o v e .  T h e  c r i t i c a l  v a l u e s  a r e  f o u n d  u s i n g  t h e  
1 

a p p r o x i m a t i o n  

w h e r e  F  h a s  a n  F  d i s t r i b u t i o n  w i t h  2 r  a n d  2 ( n - 2 r )  d e g r e e s  o f  

f r e e d o m .  L i n  a n d  M u d h o l k a r  f o u n d  t h i s  a p p r o x i m a t i o n  t o  b e  v e r y  

g o o d .  T h e y  s u g g e s t  u s i n g  r = [ n / 1 0 ]  s i n c e  t h e  q u a l i t y  of t h e  

a p p r o x i m a t i o n  i n c r e a s e s  a s  t h e  d e n o m i n a t o r  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  

i n c r e a s e .  



4 . 3  E x t r e m e  V a l u e  D i s t r i b u t i o n  

F o r  t h e  e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n ,  f i v e  a d d i t i o n a l  t e s t s  

w e r e  s t u d i e d .  Two o f  t h e s e  t e s t s  w e r e  e s p e c i a l l y  d e s i g n e d  t o  

t e s t  f o r  t h e  e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n  ( t y p e  I )  a g a i n s t  t y p e  11 

a n d  t y p e  111 e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n  a l t e r n a t i v e s .  

T h e  f i r s t  o f  t h e s e  w a s  i n t r o d u c e d  b y  B a r d s l e y  ( 1 9 7 7 ) .  I t  i s  

t h e  r a t i o  b e t w e e n  t h e  s a m p l e  s t a n d a r d  d e v i a t i o n ,  s ,  a n d  t h e  

s t a n d a r d  d e v i a t i o n  o f  t h e  l a r g e s t  member  o f  a l l  p o s s i b l e  p a i r s  

i n  t h e  s a m p l e ,  s ' .  T h e  t e s t  u t i l i z e s  t h e  f a c t  t h a t  

a s y m p t o t i c a l l y ,  s = s '  f o r  t h e  t y p e  I d i s t r i b u t i o n ,  f o r  t h e  t y p e  

I1 d i s t r i b u t i o n  s < s ' ,  a n d  f o r  t h e  t y p e  I11 d i s t r i b u t i o n  

s > s ' .  ( J e n k i n s o n ,  1 9 5 5 )  The  t e s t  i s  d e f i n e d ,  

w h e r e  

2 
w h e r e  x  i s  t h e  r a t i o  o f  s / s t *  c a l c u l a t e d  a f t e r  e x c l u d i n g  t h e  

i 

i - t h  v a l u e  ,of t h e  s a m p l e .  B a r d s l e y  p r e s e n t s  a l a r g e  s a m p l e  



a p p r o x i m a t i o n  t o  t h e  c r i t i c a l  v a l u e s  of B ,  a n d  r e c o m m e n d s  n o t  

u s i n g  t h e  a p p r o x i m a t i o n  f o r  s a m p l e  s i z e s  l e s s  t h a n  4 5 .  

T h e  s e c o n d  t e s t  s t a t i s t i c  d e s i g n e d  t o  t e s t  f o r  a n  e x t r e m e  

v a l u e  t y p e  I d i s t r i b u t i o n  a g a i n s t  t y p e  I1 a n d  t y p e  I11 

a l t e r n a t i v e s  w a s  p r o p o s e d  b y  v a n  M o n t f o r t  a n d  O t t e n  ( 1 9 7 8 ) .  T h e  

t e s t  i s  a n  a p p r o x i m a t i o n  of t h e  l o c a l l y  m o s t  p o w e r f u l  t e s t  

a g a i n s t  t h e  t y p e  11 a n d  t y p e  111 a l t e r n a t i v e s .  L e t  t h e  i - t h  

n o r m a l i z e d  s a m p l e  s p a c i n g  b e  d e f i n e d  

f o r  i=2, . . . , n  , a n d  g i  b e  t h e  d e r i v a t i v e  o f  E ( d . )  w h i c h  i n  t h e  
1 

e x t r e m e  v a l u e  c a s e  i s  a p p r o x i m a t e d  b y  

Van M o n t f o r t  a n d  O t t e n ' s  t e s t  s t a t i s t i c ,  A, i s  d e f i n e d  

w h e r e  1 i s  a n  a p p r o x i m a t i o n  o f  t h e  i - t h  n o r m a l i z e d  s a m p l e  
i 

s p a c i n g  t h a t  u s e s  h  r a t h e r  t h a n  m 
i i ' 

a n d  



2 n  
2  

v  = z ( d i  - 6 )  / ( n  - 1) . ( 1 9 0 )  
i = 2  

T h i s  t e s t  s t a t i s t i c  w a s  p r i m a r i l y  d e s i g n e d  a s  a  o n e - s i d e d  t e s t  

t o  b e  u s e d  t o  t e s t  a g a i n s t  e i t h e r  t h e  t y p e  I1 o r  t y p e  I11 

d i s t r i b u t i o n .  T h e  t e s t ,  h o w e v e r ,  c a n  b e  u s e d  a s  a  t w o - s i d e d  t e s t  

a g a i n s t  a l l  a l t e r n a t i v e s .  v a n  M o n t f o r t  a n d  O t t e n  g i v e  

a p p r o x i m a t i o n s  t o  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  A ,  a n d  a l s o  g i v e  c r i t i c a l  

p o i n t s  f o r  s o m e  f i n i t e  s a m p l e  s i z e s .  

T h e  t h i r d  t e s t  s t a t i s t i c  l o o k e d  a t  f o r  t h e  e x t r e m e  v a l u e  

d i s t r i b u t i o n  i s  a l s o  b a s e d  o n  t h e  s a m p l e  s p a c i n g s .  T h e  t e s t ,  S ,  

p r o p o s e d  b y  M a n n ,  S c h e u e r ,  a n d  F e r t i g  ( l 9 7 3 ) ,  i s  d e f i n e d  

i 
i s  d e f i n e d  i n  ( 1 8 6 ) ,  r = [ m / 2 1 ,  a n d  1x1 i s  t h e  g r e a t e s t  

i n t e g e r  i n  x. T h e  t e s t  s t a t i s t i c  w a s  d e v e l o p e d  t o  t e s t  f o r  t h e  

t y p e  I e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n  f o r  s m a l l e s t  v a l u e s ,  a n d  

u t i l i z e s  t h e  f a c t  t h a t  t h e  r i g h t  t a i l  o f  t h i s  d i s t r i b u t i o n  i s  

s t e e p e r  t h a n  t h a n  a l t e r n a t i v e s  o f  t h e  n o r m a l  p r  d i s t r i b u t i o n .  I t  

w a s  a l s o  d e s i g n e d  t o  t e s t  f o r  t h e  t w o - p a r a m e t e r  W e i b u l l  ( e x t r e m e  

v a l u e  t y p e  I11 d i s t r i b u t i o n  f o r  s m a l l e s t  v a l u e s )  a g a i n s t  t h e  

t h r e e - p a r a m e t e r  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  ( l o c a t i o n  p a r a m e t e r  n o t  

e q u a l  t o  0 , )  I n  t h i s  c a s e  w h e n  l o g a r i t h m s  a r e  t a k e n ,  t h e  r i g h t  

t a i l  o f  t h e  a l t e r n a t i v e  i s  l o n g e r  t h a n  t h e  r i g h t  t a i l  o f  t h e  

e x t r e m e  v a l y e  d i s t r i b u t i o n  t y p e  I .  (No r e a s o n  w a s  g i v e n  f o r  t h e  



c h o i c e  of t h e s e  a l t e r n a t i v e s .  ) 

The  t e s t  s t a t i s t i c  w a s  m o d i f i e d  t o  t e s t  f o r  t h e  e x t r e m e  

v a l u e  d i s t r i b u t i o n  o f  l a r g e s t  v a l u e s  b y  m a k i n g  t h e  

t r a n s f o r m a t i o n  X = -Y, a n d  l o o k i n g  a t  t h e  l o w e r  t a i l .  I t  w a s  

a l s o  c h a n g e d  t o  a  t w o - t a i l e d  t e s t  t o  t e s t  f o r  a l l  a l t e r n a t i v e s -  

Mann,  S c h e u e r ,  a n d  F e r t i g  s h o w  t h a t  a s y m p t o t i c a l l y  S  h a s  a  B e t a  

d i s t r i b u t i o n .  M o n t e  C a r l o  p o i n t s  w e r e  a l s o  g i v e n  f o r  s a m p l e  

s i z e s  u p  t o  2 5 ,  a n d  s h o w  t h a t  t h e  d i s t r i b u t i o n  h o l d s  e v e n  f o r  

s m a l l  s a m p l e  s i z e s .  

An a p p r o x i m a t i o n  t o  Mann ,  S c h e u e r ,  a n d  F e r t i g ' s  t e s t ,  

r e p l a c i n g  d b y  l i  w h e r e  1 i s  t h e  s a m e  a s  f o r  t h e  t e s t  
i i 

s t a t i s t i c ,  A ,  a b o v e ,  a n d  r = [ m / 2 ] ,  w a s  a l s o  e x a m i n e d .  T h i s  t e s t  

i s  r e f e r r e d  t o  a s  S h .  

T h e  f i n a l  t w o  t e s t s  s t a t i s t i c s  f o r  t h e  e x t r e m e  v a l u e  

d i s t r i b u t i o n  c o n s i d e r e d  w e r e  r a t i o  t y p e  t e s t s  of t h e  

S h a p i r o - W i l k  t y p e .  I n  t h e  n o r m a l  c a s e ,  W i s  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  

r a t i o  of t h e  g e n e r a l i z e d  l e a s t  s q u a r e s  e s t i m a t e  o f  b  w i t h  t h e  

maximum l i k e l i h o o d  e s t i m a t e  o f  b .  T h e  r a t i o  o f  t h e s e  t w o  

e s t i m a t e s ,  c a l l e d  W ' ,  i s  n o t  e q u i v a l e n t  t o  W i n  t h e  e x t r e m e  

v a l u e  c a s e ,  a n d  w a s  c o n s i d e r e d .  

T h e  l a s t  t e s t  w a s  d e s i g n e d  a s  a l a r g e  s a m p l e  a p p r o x i m a t i o n  

of W f o r  t h e  e x t r e m e  v a l u e  c a s e .  S i n c e  t h e  c o r r e l a t i o n  b e t w e e n  

t h e  g e n e r a l i z e d  l e a s t  s q u a r e s  e s t i m a t o r  a n d  t h e  maximum 

l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r  i s  q u i t e  h i g h  e v e n  f o r  s m a l l  s a m p l e  s i z e s ,  

t h e  r a t i o  o f  t h e  maximum l i k e l i h o o d  e s t i m a t o r  a n d  s 2 ,  w h i c h  w i l l  



b e  r e f e r r e d  t o  a s  W " ,  w a s  c o n s i d e r e d .  

4 . 4  N o r m a l  D i s t r i b u t i o n  

S i n c e  g o o d n e s s - o f  -f i t  t e s t s  f o r  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  

h a v e  b e e n  e x t e n s i v e l y  a n a l y z e d  w i t h  r e s p e c t  t o  p o w e r ,  ( s e e  

S t e p h e n s ,  1 9 7 3 ;  a n d  S h a p i r o ,  W i l k ,  a n d  C h e n ,  1 9 6 8 ) ,  o n l y  o n e  

o t h e r  t e s t  w a s  c o n s i d e r e d .  T h i s  i s  v a n  l l o n t f o r t  a n d  O t t e n ' s  

t e s t ,  A .  I n  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  g  t h e  d e r i v a t i v e  of ~ ( d ~ ) ,  
i ' 

i s  a p p r o x i m a t e d  b y  

w h e r e  p  = ( i - 7 / 8 ) / ( n + 1 / 4 ) .  T h e  t e s t  s t a t i s t i c  w a s  d e s i g n e d  a s  a 
i 

o n e - t a i l  t e s t  a g a i n s t  a l t e r n a t i v e s  o f  t h e  S t u d e n t - t  

d i s t r i b u t i o n .  H o w e v e r ,  M o n t e  C a r l o  r e s u l t s  s h o w e d  t h a t  t h e  t e s t  

c o u l d  b e  s i g n i f i c a n t  i n  e i t h e r  t a i l  d e p e n d i n g  o n  t h e  

a l t e r n a t i v e ,  s o  i n  o r d e r  t o  u t i l i z e  t h i s  t e s t  s t a t i s t i c  a s  a 

t e s t  a g a i n s t  a l l  a l t e r n a t i v e s  i t  w a s  u s e d  a s  a t w o - t a i l e d  t e s t .  



V.  M o n t e  C a r l o  R e s u l t s  a n d  E x a m p l e s  

5 . 1  F i n i t e  S i g n i f i c a n c e  P o i n t s  

New S t a t i s t i c s  

T h e  d i s t r i b u t i o n s  f o r  f i n i t e  s a m p l e  s i z e s  o f  a l l  o f  t h e  

s t a t i s t i c s  i n t r o d u c e d  f o r  t h e  f i r s t  t i m e  i n  t h i s  t h e s i s  w e r e  

a p p r o x i m a t e d  b y  M o n t e  C a r l o  m e t h o d s .  T h e s e  s t a t i s t i c s  a r e ;  G 1 ,  

G 2 ,  G 2 h ,  G 3 ,  a n d  t h e  s t a t i s t i c s  W ' ,  W " ,  a n d  S h  f o r  t h e  e x t r e m e  

v a l u e  d i s t r i b u t i o n .  F o r  e a c h  o f  s e v e r a l  s a m p l e  s i z e s ,  1 0 , 0 0 0  

s a m p l e s  f r o m  t h e  h y p o t h e s i z e d  d i s t r i b u t i o n  w e r e  g e n e r a t e d  u s i n g  

t h e  IMSL l i b r a r y  ( v e r s i o n  7 ) ,  a n d  t h e  s t a t i s t i c s  w e r e  c a l c u l a t e d  

f o r  e a c h  s a m p l e .  T h e  f i n i t e  d i s t r i b u t i o n s  w e r e  c a l c u l a t e d  f o r  

s a m p l e  s i z e s  5 ( 5 ) ,  2 5  f o r  a l l  d i s t r i b u t i o n s .  T h e  s i g n i f i c a n c e  

p o i n t s  w e r e  a l s o  c a l c u l a t e d  f o r  s a m p l e s  o f  s i z e  5 0  f r o m ; t h e  

n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  a n d  i f  p o s s i b l e  f o r  t h e  e x t r e m e  v a l u e  

d i s t r i b u t i o n ,  a n d  s a m p l e s  of s i z e  5 0  a n d  1 0 0  f o r  t h e  e x p o n e n t i a l  

d i s t r i b u t i o n .  

I n  o r d e r  t o  a v o i d  h a v i n g  a  o v e r w h e l m i n g l y  l a r g e  n u m b e r  o f  

t a b l e s ,  s i g n i f i c a n c e  p o i n t s  a r e  p r e s e n t e d  o n l y  f o r  t h o s e  

s t a t i s t i c s  w h i c h  p r o v e d  t h e i r  v a l u e  i n  t h e  p o w e r  c o m p a r i s o n s .  

T h e s e  s t a t i s t i c s  a r e ;  G 1 ,  G 2 ,  a n d  G2h .  T a b l e s  o f  t h e  M o n t e  C a r l o  * 

i 
6 9  



s i g n i f i c a n t  p o i n t s  c a n  b e  f o u n d  i n  t h e  A p p e n d i x .  

New C a s e s  for E x i s t i n g  S t a t i s t i c s  

S e v e r a l  s t a t i s t i c s  t h a t  h a d  b e e n  p r e v i o u s l y  i n t r o d u c e d  w e r e  

e x t e n d e d  t o  n e w  c a s e s ,  a n d  t h e  d i s t r i b u t i o n s  f o r  f i n i t e  n  o f  

t h e s e  s t a t i s t i c s  w e r e  f o u n d .  T h e  s t a t i s t i c s  a r e ;  W f o r  t h e  

e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n ,  R f o r  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n ,  

a n d  W2, U 2 ,  a n d  A2 c a s e  5 f o r  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .  

S i g n i f i c a n c e  p o i n t s  f o r  t h e s e  t e s t  s t a t i s t i c s  b a s e d  o n  1 0 , 0 0 0  

s a m p l e s  c a n  b e  f o u n d  i n  t h e  A p p e n d i x .  

O t h e r  S t a t i s t i c s  

T h e  f i n i t e  d i s t r i b u t i o n s  of s o m e  a l r e a d y  e x i s t i n g  

s t a t i s t i c s  w e r e  a l s o  c a l c u l a t e d .  I n  s o m e  c a s e s  t h e  s i g n i f i c a n c e  

p o i n t s  w e r e  u n a v a i l a b l e  f o r  some of  t h e  s a m p l e  s i z e s  w a n t e d  f o r  

t h e  p o w e r  c o m p a r i s o n s ,  b u t  i n  m o s t  c a s e s  t h e s e  r e s u l t s  w e r e  u s e d  

t o  c h e c k  t h e  a d e q u a c y  o f  t h e  M o n t e  C a r l o  p r o c e d u r e .  E i t h e r  

1 0 , 0 0 0  o r  5 , 0 0 0  s a m p l e s  w e r e  t a k e n  f r o m  t h e  h y p o t h e s i z e d  

d i s t r i b u t i o n  f o r  t h e s e  s t a t i s t i c s .  

5 . 2  I l l u s t r a t i o n s  

I l l u s t r a t i o n  1 

T h i r t y - t w o  v a l u e s  o f  m o d u l u s  o f  r u p t u r e  m e a s u r e d  o n  D o u g l a s  

F i r  a n d  L a r c h  2 x 4 s  w e r e  k i n d l y  p r o v i d e d  b y  D r .  W.  W a r r e n .  T h e s e  

* 



v a l u e s  w e r e  t e s t e d  f o r  e x p o n e n t i a l i t y .  T h e  d a t a  a n d  v a l u e s  of 

t h e  r e g r e s s i o n  a n d  E D F  s t a t i s t i c s  c a n  b e  f o u n d  i n  t a b l e  3 .  By 

l o o k i n g  a t  t h e  m o d i f i e d  v a l u e s  of W 2 ,  U 2 ,  a n d  A 2 ,  a n d  

i n t e r p o l a t i n g  f r o m  t h e  Monte  C a r l o  t a b l e s  f o r  t h e  o t h e r  

s t a t i s t i c s  i t  i s  s e e n  t h a t  a l l  s t a t i s t i c s  s t r o n g l y  r e j e c t  t h e  

h y p o t h e s i s  t h a t  t h e  v a r i a b l e  i s  e x p o n e n t i a l l y  d i s t r i b u t e d .  



T a b l e  3 

T h i r t y - t w o  o r d e r e d  v a l u e s  of  m o d u l u s  o f  r u p t u r e  f o r  D o u g l a s  
F i r  a n d  L a r c h  two-by- f  o u r s .  

V a l u e s  a n d  s i g n i f i c a n c e  l e v e l s  of  t h e  r e g r e s s i o n  a n d  E D F  t e s t  
s t a t i s t i c s  f o r  e x p o n e n t i a l i t y  c a l c u l a t e d  o n  t h e  a b o v e  d a t a .  

Name o f  V a l u e  
S t a t i s t i c  

S i g n i f i c a n c e  
L e v e l  



I l l u s t r a t i o n  2 

v a n  M o n t f o r t  ( 1 9 7 3 )  p r e s e n t s  4 7  v a l u e s  i n  c u .  f e e t / s e c .  of 

t h e  a n n u a l  maxima of t h e  d i s c h a r g e s  of  t h e  N o r t h  S a s k a t c h e w a n  

R i v e r  a t  Edmonton .  A r andom s a m p l e  of t w e n t y - f i v e  of  t h e s e  

v a l u e s  w e r e  t e s t e d  f o r  t h e  e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n .  T h e  

s a m p l e  a n d  v a l u e s  of t h e  s t a t i s t i c s  c a n  b e  f o u n d  i n  t a b l e  4 .  



T a b l e  4 

T w e n t y - f i v e  v a l u e s  o f  t h e  a n n u a l  maxima o f  t h e  d i s c h a r g e s  
of t h e  N o r t h  S a s k a t c h e w a n  R i v e r  a t  Edmonton i n  c u b i c  f e e t  
p e r  s e c o n d .  

V a l u e s  and s i g n i f i c a n c e  l e v e l s  o f  t h e  r e g r e s s i o n  and E D F  
s t a t i s t i c s  c a l c u l a t e d  o n  t h e  a b o v e  d a t a .  

Name o f  V a l u e  
S t a t i s t i c  

S i g n i f i c a n c e  
L e v e l  



I l l u s t r a t i o n  2 

M o d u l u s  of  e l a s t i c i t y  w a s  m e a s u r e d  f o r  s i x t y - f o u r  2 x 4 s  of  

D o u g l a s  F i r  o r  L a r c h .  ( D a t a  p r o v i d e d  b y  D r .  W .  W a r r e n . )  A s a m p l e  

of 5 0  of  t h e s e  v a l u e s  w a s  t e s t e d  f o r  n o r m a l i t y .  T h e s e  v a l u e s  a n d  

t h e  v a l u e s  o f  t h e  r e g r e s s i o n  a n d  E D F  s t a t i s t i c s  c a n  b e  f o u n d  i n  

t a b l e  5 .  A l l  t h e  s t a t i s t i c s  f a i l  t o  r e j e c t  t h e  h y p o t h e s i s  t h a t  

t h e  d a t a  i s  n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d .  



T a b l e  5 

F i f t y  v a l u e s  of m o d u l u s  of e l a s t i c i t y  f o r  D o u g l a s  F i r  
a n d  L a r c h  t w o - b y - f o u r s .  

V a l u e s  a n d  s i g n i f i c a n c e  l e v e l s  of  t h e  r e g r e s s i o n  a n d  E D F  
s t a t i s t i c s  c a l c u l a t e d  o n  t h e  a b o v e  d a t a .  

Name of V a l u e  
S t a t i s t i c  

S i g n i f i c a n c e  
L e v e l  



V I .  R e s u l t s  a n d  C o n c l u s i o n s  

6 . 1  I n t r o d u c t i o n  

I n  o r d e r  t o  c o m p a r e  t h e  p o w e r  p r o p e r t i e s  o f  t h e  v a r i o u s  

t e s t  p r o c e d u r e s  f o r  e a c h  d i s t r i b u t i o n ,  a  w i d e  r a n g e  o f  

a l t e r n a t i v e  d i s t r i b u t i o n s  a n d  s a m p l e  s i z e s  w a s  i n v e s t i g a t e d .  T h e  

p r o c e d u r e  w a s  a s  f o l l o w s :  

1 .  A s a m p l e  o f  s i z e  1 0 ,  2 0 ,  o r  5 0  f r o m  s o m e  d i s t r i b u t i o n  o t h e r  

t h a n  t h e  n u l l  d i s t r i b u t i o n  w a s  g e n e r a t e d .  T h e  r a n d o m  s a m p l e s  

w e r e  g e n e r a t e d  u s i n g  IMSL v e r s i o n  7 r a n d o m  g e n e r a t o r s .  

2 .  A l l  s t a t i s t i c s  t o  b e  c o m p a r e d  w e r e  c a l c u l a t e d ,  a n d  i t  w a s  

r e c o r d e d  w h e t h e r  t h e  s t a t i s t i c  w a s  s i g n i f i c a n t -  

3 .  T h i s  p r o c e d u r e  w a s  r e p e a t e d  s e v e r a l  t i m e s  a n d  t h e  p e r c e n t a g e  

of s i g n i f i c a n t  s a m p l e s  w a s  r e c o r d e d .  ( N o t  a l l  t h e  s t a t i s t i c s  

w e r e  c o m p a r e d  u s i n g  t h e  s a m e  s e t  o f  s a m p l e s . )  

T h e  d i s t r i b u t i o n s  g e n e r a t e d  w e r e  t h e  a p p r o p r i a t e  

a l t e r n a t i v e s  f o r  e a c h  n u l l  d i s t r i b u t i o n .  F o r  e a c h  a l t e r n a t i v e  

d i s t r i b u t i o n ,  2 5 0 0  ( o r  i n  s o m e  c a s e s ,  1 0 0 0 )  s a m p l e s  o f  e a c h  o f  

s i z e  1 0 ,  2 0  a n d  5 0 ,  w e r e  g e n e r a t e d .  T h e  maximum s t a n d a r d  e r r o r  

of t h e  p o w e r  r e s u l t s  i s  e q u a l  t o  . 5 / ~ n  w h i c h ,  f o r  t h e  c a s e s  

w h e r e  2 5 0 0  s a m p l e s  w e r e  g e n e r a t e d ,  i s  1 % ,  a n d ,  f o r  t h e  c a s e s  

w h e r e  1 0 0 0  s a m p l e s  w e r e  g e n e r a t e d ,  i s  e q u a l  t o  1 . 6 % .  

* 



S i n c e  t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  o f  t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s  f r o m  a n  

e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n  h a v e  o n l y  b e e n  t a b l e d  f o r  s a m p l e  

s i z e s  u p  t o  n = 2 5 ,  a n y  t e s t  f o r  t h e  e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n  

w h i c h  u t i l i z e d  t h e  GLS e s t i m a t e  w a s  n o t  c a l c u l a t e d  f o r  s a m p l e s  

o f  s i z e  5 0 .  

A  l i s t i n g  o f  a l l  o f  t h e  a l t e r n a t i v e  d i s t r i b u t i o n s  e m p l o y e d  

i n  t h e  p o w e r  s t u d y  i s  g i v e n  i n  t a b l e  6 .  T h e  r e s u l t s  o f  t h e  p o w e r  

c o m p a r i s o n  f o r  t h e  e x t r e m e  v a l u e  d i s t r i b u t i o n  c a n  b e  f o u n d  i n  

t a b l e s  7 t o  9 ,  f o r  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  i n  t a b l e s  10 t o  

1 6 ,  a n d  f o r  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  i n  t a b l e  17 .  A l l  r e s u l t s  

p r e s e n t e d  a r e  f o r  10% l e v e l  t e s t s .  T h e  p o w e r s  f o r  a 5% l e v e l  

t e s t  a r e  a l s o  a v a i l a b l e .  



T a b l e  6 

A l t e r n a t i v e  d i s t r i b u t i o n s  u s e d  i n  t h e  p o w e r  s t u d y .  

Name D e f i n i t i o n  of 
S t a n d a r d i z e d  D i s t r i b u t i o n  

Code  

B e t a ( a , b )  a - 1  b -1  
f ( x )  = c n s t .  x  ( 1 - x )  , O < x <  1 B ( a , b )  

C h i - s q u a r e d  ( a )  f  ( x )  = c n s  t .  x ( a - 2 ) / 2 e x p ( - x / 2 )  , x  > 0  ~ ( a )  

E x p o n e n t i a l  , f  ( x )  = c n s t .  e x p ( - x )  EXP 

E x t r e m e  v a l u e  

t y p e  I F ( x )  = e x p [ - e x p ( - x ) ]  

E x t r e m e  v a l u e  
t y p e  I I ( a )  F ( X )  = e x p [ - ( x )  I / a ]  , x  > o 

E x t r e m e  v a l u e  
t y p e  I I I ( a )  F ( x )  = e x p  [ - ( - x )  x  < 0  

EVI 

E V I I  ( a )  

H a l f  -Cauchy y  i s  T ( l ) ,  x  i s  l y l  H C  

H a l f  - n o r m a l  y  i s  N ,  x  i s  l y l  HN 

L a p l a c e  f ( x )  = c n s t .  e x p ( - 1 x 1 )  L 

2  L o g - n o r m a l ( a )  f  (x) = c n s t .  e x p [ - ( l n  x )  / 2 a ] ,  x  > 0  L N ( a )  

Norma l  2 
f ( x )  = c n s t .  e x p ( - x  1 2 )  N 

S t u d e n t - t  ( a )  f  ( x )  = c n s t .  ( 1 + x 2 / e )  - ( a + 1 ) / 2  

U n i f o r m  f ( x )  = 1,  0 < x  < 1 



Table 7 

Power, ( i n  % ) ,  of t e s t s  f o r  t h e  Extreme Value d i s t r i b u t i o n  
a g a i n s t  s e l e c t e d  a l t e r n a t i v e s .  

R e g r e s s i o n  t e s t s  E D F  t e s t s  
A l t .  Sample Rh R G1 G2 G2h 63 W W2 U2 A2 
d i s t .  s i z e  

EVII 10 14.8 12.2 9.7 13.6 17.3 8.0 13.0 11.8 11.1 13.7 
(-1) 20 18.7 16.3 15.0 16.6 22.6 6.5 16.2 13.9 12.9 16.3 

50 27.2 23.8 25.4 31.7 17.8 14.9 19.7 

EVII 10 19.5 14.3 14.7 17.8 25.0 7.4 18.6 15.0 13.0 17.8 
(-2) 20 29.2 25.2 26.4 27.2 35.8 4.8 30.0 22.9 20.2 27.8 

50 49.3 44.8 50.2 58.8 38.8 31.9 44.9 

EVII 10 33.2 25.6 27.6 31.4 40.9 5.6 35.0 28.4 24.4 32.7 
(.4) 20 53.6 49.6 51.2 53.7 62.1 3.6 57.4 48.8 43.9 56.2 

50 83.1 80.0 85.2' 89.2 82.2 74.3 86.8 

EVII 10 59.7 53.4 56.0 59.0 68.6 4.6 66.3 60.1 55.7 66.0 
(-8) 20 85.2 83.4 85.7 86.7 90.4 5.6 90.0 87.7 84.4 91.8 

50 99.3 99.2 99.6 99-8 99.6 99.4 99.9 

EVIII 10 9.5 10.7 12.0 10.4 6.2 14.6 10.6 10.2 10.2 9.4 
(-1) 20 6.4 10.8 13.4 11.8 4.5 15.4 12.7 12.2 12.7 12.6 

50 5.4 12.5 18.6 4.6 17.0 15.9 17.1 

EVIII 10 10.2 14.2 18.2 13.7 4.4 19.6 14.2 13.9 13.4 12.1 
(-2) 20 9.6 18.4 25.8 20.7 6.2 24.1 25.0 18.1 18.4 18.4 

50 18.9 38.9 52.1 21.5 36.4 33.4 39.9 

EVIII 10 24.3 32.2 34.9 32.1 11.0 31.8 28.9 25.6 24.8 24.4 
(e4) 20 40.0 57.7 66.4 62.5 29.0 50.1 62.3 46.6 46.0 50.5 

50 83.2 95.9 97.9 83.5 82.9 80.4 88.7 

EVIII 10 61.3 71.3 76.0 68.7 39.9 65.4 65.6 58.0 56.5 57.7 
(-8) 20 93.0 97.8 95.7 97.2 85.8 78.5 91.2 90.2 89.4 92.6 

50 * * * * * 99.9 * 



T a b l e  7 ( c o n t i n u e d )  

Power ,  ( i n  % ) ,  of t ' e s t s  f o r  t h e  Extreme  V a l u e  d i s t r i b u t i o n  
a g a i n s t  s e l e c t e d  a l t e r n a t i v e s .  

R e g r e s s i o n  t e s t s  EDF t e s t s  
A l t .  Sample  Rh R G1 G2 G2h G 3  W W2 U2 A2 
d i s .  s i z e  



T a b l e  8  

P o w e r ,  ( i n  % ) ,  of t e s t s  f o r  t h e  E x t r e m e  V a l u e  d i s t r i b u t i o n  
a g a i n s t  s e l e c t e d  a l t e r n a t i v e s .  

A l t .  S a m p l e  A t t  A u t  S t t  S u t  S 2 t t  B W' W" 
d i s t .  s i z e  

E V I I  1 0  1 4 . 4  6 .2  1 1 . 6  6 . 1  1 2 . 7  1 3 . 9  1 1 . 2  1 4 . 0  
( . I )  2 0  1 7 . 6  4 . 1  1 4 . 4  4 .6  1 5 . 0  1 5 . 8  1 1 . 2  1 5 . 8  

5 0  2 7 . 2  2 . 0  2 0 . 6  3 . 0  2 1 . 8  2 2 . 7  2 6 . 5  

E V I I  1 0  1 9 . 2  3 . 8  1 5 . 5  4 . 0  1 7 . 0  1 8 . 8  1 3 . 6  1 7 . 0  
( - 2 )  2 0  2 9 . 7  2 . 0  2 4 . 8  2 . 9  2 6 . 5  2 5 . 8  1 6 . 9  2 9 . 3  

5 0  5 6 . 0  0 . 4  4 7 . 0  0 . 5  4 9 . 3  4 6 . 5  5 4  - 0  

E V I I  1 0  3 4 . 6  1 . 7  2 8 . 4  2 . 3  3 1 . 0  3 2 . 2  2 4 . 1  3 3 - 7  
( - 4 )  2 0  5 8 . 4  0 . 4  5 3 . 5  0 . 6  5 5 . 5  5 1 . 8  4 0 . 3  5 7 . 8  

5 0  9 1 . 5  0 . 0  8 7 . 7  0 . 0  8 9 . 2  8 5 . 1  9 0 . 2  

E V I I  1 0  6 4 . 8  0 .4  6 1 . 7  0 . 4  6 3 . 8  6 0 . 8  5 7 - 6  5 9 . 4  
( - 8 )  2 0  9 0 . 9  0 . 0  8 9 . 5  0 . 0  9 0 . 8  8 6 - 0  8 6 . 4  8 8 . 8  

5 0  9 9 . 8  0 .0  9 9 . 8  0 . 0  9 9 . 8  9 9 . 0  9 9 . 2  

E V I I I  1 0  1 0 . 0  1 5 . 1  1 0 . 9  1 5 . 3  1 1 . 0  8 . 8  8 . 6  1 0 . 8  
( - 1 )  2 0  1 4 . 5  2 2 . 3  1 3 . 4  2 0 . 5  1 2 . 3  1 2 . 1  9 . 7  1 4 . 3  

5 0  2 2 . 8  3 5 . 6  1 6 . 9  2 6 . 6  1 7 . 5  1 7 . 8  2 2 . 9  

E V I I I  1 0  1 4 . 0  2 3 . 5  1 3 . 4  2 2 . 0  1 3 . 5  1 1 . 0  1 0 . 0  1 3 - 3  
( - 2 )  2 0  2 4 . 1  3 6 . 7  1 8 . 3  2 9 . 5  1 8 . 1  1 7 . 0  1 2 - 4  2 6 . 4  

5 0  5 9 . 8  7 5 . 6  3 9 . 5  5 5 . 6  4 1 . 4  4 5 . 2  56 .2 

E V I I I  1 0  3 2 . 0  4 6 . 2  26 .4  3 9 . 4  2 6 . 6  1 6 . 1  12'.7 3 0 . 1  
( - 4 )  2 0  6 5 . 7  7 8 . 5  4 8 . 2  6 1 . 7  4 9 . 2  4 2 . 2  2 6 . 2  5 9 . 5  

5 0  9 8 . 6  9 9 . 7  8 3 . 8  9 1 . 6  8 6 . 5  9 4 . 1  9 7 . 2  

E V I I I  1 0  6 8 . 3  7 9 . 5  5 6 . 2  6 9 . 2  5 8 . 5  2 7 . 5  3 1 . 8  6 4 . 1  
( - 8 )  2 0  9 7 - 0  9 8 . 4  8 8 . 7  9 3 . 3  9 0 . 4  6 5 . 1  6 0 . 5  8 9 . 4  

5 0  * * 9 9 . 7  9 9 . 9  9 9 . 8  9 4 . 4  9 9 . 9  



T a b l e  8 ( c o n t i n u e d )  

Power ,  ( i n  X ) ,  of t e s t s  f o r  t h e  Extreme  V a l u e  d i s t r i b u t i o n  
a g a i n s t  s e l e c t e d  a l t e r n a t i v e s .  

A l t .  Sample  A t t  Aut Stt S u t  S 2 t t  B W 8  W" 
d i s t .  s i z e  



Power ,  ( i n  % I ,  
a g a i n s t  s e l e c t  

T a b l e  9 

of t e s t s  for t h e  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  
e d  a l t e r n a t i v e s .  

R e g r e s s i o n  t e s t s  E D F  t e s t s  
A l t .  Sample  Rh R Gl G2 G2h G3 W W2 U2 A 2  
d i s t .  s i z e  

A l t .  Sample  A t t  
d i s t .  s i z e  

Aut 

6.4 
4.7 
2 .o 

5.6 
4.4 
1.4 

12.1 
16 .O 
20.2 

14.1 
18 a7 
31.3 

0.8 
0.2 
0.0 

S t t  

10.6 
12.4 
17.6 

10.9 
13.9 
20.1 

10.8 
11.2 
12.3 

11.4 
12 .o 
16.2 

26 .O 
46.8 
78.9 

84 

S u t  

6.7 
5.3 
2 -6 

6.7 
5.2 
2.1 

13 .O 
14.6 
16 -4 

13.4 
17.2 
25.6 

2.0 
0.6 
0.0 



T a b l e  1 0  

P o w e r ,  ( i n  %) , of t h e  r e g r e s s i o n  t e s t s  f o r  t h e  E x p o n e n t i a l  
d l s t r i b u t i o n  a g a i n s t  s e l e c t e d  a l t e r n a t i v e s .  

A l t .  S a m p l e  Rh R G1 G2 G2h 6 3  W 
d i s t .  s i z e  



T a b l e  11 

P o w e r ,  ( i n  % ) ,  of t e s t s  f o r  t h e  E x p o n e n t i a l  
d i s t r i b u t i o n  a g a i n s t  s e l e c t e d  a l t e r n a t i v e s .  

A l t .  S a m p l e  FS J L MOR TRM BF Q 
d i s t .  s i z e  



T a b l e  12 

P o w e r ,  ( i n  % ) ,  of t h e  E D F  t e s t s  for t h e  E x p o n e n t i a l  
d i s t r i b u t f o n ,  c a s e  4 ( a  k n o w n ) ,  a g a i n s t  s e l e c t e d  a l t e r n a t i v e s .  

A l t  . ' S  amp l e  D+ D- D V W2 U 2  A2 
d i s t .  s i z e  



Table  1 3  

Power,  ( i n  % ) ,  of t h e  E D F  t e s t s ,  c a s e  4 a ,  f o r  t h e  
E x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  a g a i n s t  s e l e c t e d  a l t e r n a t i v e s .  

A l t .  Sample D+ D -  D V W2 U2 A2 
d i s t .  s i z e  



T a b l e  1 4  

P o w e r ,  ( i n  X ) ,  of t h e  E D F  t e s t s ,  u s i n g  t h e  k t r a n s f o r m a t i o n ,  
f o r  t h e  E x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  a g a i n s t  s e l e c t e d  a l t e r n a t i v e s .  

A l t  . S amp l e  D+ D -  D V W2 U2 A2 
d i s t .  s i z e  



Pow 

T a b l e  15 

n X ) ,  of t h e  E D F  t e s t s ,  e 5 .  f o r  t h e  
E x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  a g a i n s t  s e l e c t e d  

A l t .  Sample  D+ 
s i z e  

a l t e r n a t i v e s .  



Table 1 6  

Power ,  ( i n  %) , of t h e  E D F  t e s t s ,  c a s e  5a, f o r  t h e  
E x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n  a g a i n s t  s e l e c t e d  a l t e r n a t i v e s .  

A l t  . Sample  D+ D -  D V W2 U 2  
d i s t .  s i z e  



T a b l e  17 

Power ,  ( i n  %) , of t e s t s  f o r  t h e  Normal  d i s t r i b u t i o n  
a g a i n s t  s e l e c t e d  a l t e r n a t i v e s .  

R e g r e s s i o n  t e s t s  EDF t e s t s  
A l t .  Sample  Rh R G1 G2 G2h G3 W A W2 U2 A2 
d i s t .  s i z e  

C 10 31.9 33.6 33.7 33.6 32.2 23.2 38.0 19.7 31.1 30.8 33.6 
(4 ) 20 57.6 59.4 59.4 59.8 57.6 34.5 64.5 23.9 53.5 50.5 61.4 

50 94.7 96.6 96.6 96.6 94.8 57.6 97.9 33.0 90.8 87.1 94.5 

Exp . 10 53.3 55.2 55.2 55.2 53.5 39.6 60.9 25.6 51.4 50.9 55.0 
20 83.1 85.6 85.6 85.8 83.1 57.7 90.3 32.1 81.1 78.5 87.4 
50 99.9 * * * 99.9 88.1 * 45.5 99.8 99.4 99.9 



T a b l e  1 7  ( c o n t i n u e d )  

P o w e r ,  ( i n  % ) ,  of t e s t s  f o r  t h e  N o r m a l  d i s t r i b u t i o n  
a g a i n s t  s e l e c t e d  a l t e r n a t i v e s .  

R e g r e s s i o n  t e s t s  E D F  t e s t s  
A l t .  S a m p l e  R h  R G 1  G2 G2h G3 W A W2 U2 A2 
d i s t .  s i z e  



6.2 R e s u l t s  of Power  C o m p a r i s o n s  

The E x t r e m e  V a l u e  ( W e i b u l l )  D i s t r i b u t i o n  

1. A s  e x p e c t e d  t h e r e  i s  n o  o n e  s t a t i s t i c  w i t h  b e s t  power  f o r  

a l l  a l t e r n a t i v e s  a n d  s a m p l e  s i z e s .  

2 .  S e v e r a l  s t a t i s t i c s  h a v e  p o o r  power  r e l a t i v e  t o  t h e  o t h e r  

s t a t i s t i c s ,  a n d  c a n  b e  e l i m i n a t e d  f r o m  f u r t h e r  d i s c u s s i o n .  

They a r e :  B a r d s l e y ' s  s t a t i s t i c ,  B ;  G 3 ;  a n d  t h e  r a t i o  of t h e  

GLS a n d  ML e s t i m a t o r s ,  W ' .  

3 .  S t a t i s t i c s  w h i c h  u t i l i z e  h ,  t h e  v e c t o r  w i t h  e l e m e n t s  

- 1 
F [ i / ( n + l ) ] ,  h a v e  s l i g h t l y  b e t t e r  p o w e r  (< 5% i m p r o v e m e n t )  

t h a n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s t a t i s t i c  u s i n g  t h e  v e c t o r  of  

e x p e c t e d  v a l u e s  of t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s  a g a i n s t  some 

a l t e r n a t i v e s ,  b u t  i n  s e v e r a l  c a s e s  h a v e  much l e s s  p o w e r  t h a n  

t h e  s t a t i s t i c s  u s i n g  m.  I t  i s  c l e a r  t h a t ,  w h e n e v e r  p o s s i b l e ,  

s t a t i s t i c s  u s i n g  m s u c h  a s  R a n d  G2,  s h o u l d  b e  u s e d  r a t h e r  

t h a n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  s t a t i s t i c s ,  Rh a n d  G2h.  I t  s h o u l d  b e  

p o i n t e d  o u t  t h a t  t h i s  d r o p  i n  power  d o e s  n o t  o c c u r  when t h e  

s p a c i n g s  a r e  u s e d  r a t h e r  t h a n  t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s .  T h e  

s t a t i s t i c s  S  a n d  S h  h a v e  v e r y  s i m i l a r  p o w e r  p r o p e r t i e s .  I n  

f a c t ,  i t  s e e m s  t h a t ,  o v e r a l l ,  S h  h a s  s l i g h t l y  b e t t e r  p o w e r  

+ 



t h a n  t h e  a c t u a l  s t a t i s t i c  p r o p o s e d  b y  M a n n ,  S c h e u e r ,  a n d  

F e r t i g ,  S .  

4 .  S  a n d  S h  h a v e  v e r y  s i m i l a r  p o w e r  p r o p e r t i e s  w i t h  v o n  

M o n t f o r t  a n d  O t t e n ' s  s t a t i s t i c ,  A .  W i t h  t h e  e x c e p t i o n  of t h e  

a l t e r n a t i v e  B e t a ( l , 4 )  d i s t r i b u t i o n ,  S  a n d  S h  a r e  b e a t e n  b y  

v o n  M o n t f o r t  a n d  O t t e n ' s  s t a t i s t i c ,  A ,  i n  a l l  c a s e s ,  b o t h  a s  

a  o n e - t a i l e d  a n d  a s  a  t w o - t a i l e d  t e s t .  

5 .  A l l  t h r e e  of t h e  E D F  s t a t i s t i c s  c o m p a r e d  h a v e  g o o d  o v e r a l l  

p o w e r  p r o p e r t i e s .  A2 i s  c l e a r l y  t h e  m o s t  p o w e r f u l  o f  t h e  

t h r e e ,  w i t h  W2 m a r g i n a l l y  b e t t e r  t h a n  U2. 

6 .  Of t h e  r e g r e s s i o n  s t a t i s t i c s ,  R ,  G 1  a n d  G 2 ,  R h a s  s l i g h t l y  

l o w e r  o v e r a l l  p o w e r .  G 1  h a s  t h e  b e s t  o v e r a l l  p o w e r  o f  t h e  

t h r e e  f o r  s a m p l e s  o f  s i z e  1 0  a n d  2 0 ,  b u t  c a n n o t  b e  

c a l c u l a t e d  f o r  s a m p l e s  o f  s i z e  g r e a t e r  t h a n  2 5 .  

7 .  The  S h a p i r o - W i l k  s t a t i s t i c ,  W ,  h a s  f a i r l y  g o o d  o v e r a l l  p o w e r  

f o r  s a m p l e s  of s i z e  1 0  a n d  2 0 .  W" ,  t h e  r a t i o  o f  t h e  s q u a r e d  

2  
ML e s t i m a t o r  a n d  s , h a s  p o w e r  v e r y  s i m i l a r  t o  t h a t  o f  W ,  

a n d  r e q u i r e s  n o  s t o r e d  d a t a .  T h e r e f o r e ,  i t  s h o u l d  b e  u s e d  

r a t h e r  t h a n  W e v e n  f o r  s m a l l  s a m p l e  s i z e s .  

8 .  A l l  o f  t h e  f o l l o w i n g  s t a t i s t i c s  h a v e  g o o d  p o w e r ,  w i t h  h i g h  

r e l a t i v e  p o w e r  f o r  s o m e  a l t e r n a t i v e s  a n d  l o w  r e l a t i v e  p o w e r  

f o r  o t h e r  a l t e r n a t i v e s .  T h e s e  s t a t i s t i c s  a r e  A ,  A 2 ,  G 2 ,  a n d  

W".  Of t h e s e  f o u r ,  A i s  o v e r a l l  m a r g i n a l l y  b e t t e r  t h a n  t h e  

o t h e r s .  



C o m p a r i s o n  o f  P o w e r  R e s u l t s  w i t h  R e s u l t s  o f  O t h e r  P o w e r  S t u d i e s  

1 .  T h e s e  r e s u l t s  f o r  t h e  W e i b u l l  a n d  E x t r e m e  V a l u e  

d i s t r i b u t i o n s  a g r e e  w i t h  o t h e r  r e s u l t s  i n  t h i s  f i e l d .  

2 .  Mann ,  F e r t i g  a n d  S c h e u e r  ( 1 9 7 1 )  c o m p a r e d  t h e  o n e - t a i l e d  

v e r s i o n  o f  S w i t h  o t h e r  s t a t i s t i c s ,  i n c l u d i n g  W2 a n d  A 2 ,  f o r  

s a m p l e  s i z e s  5 a n d  1 0 ,  a n d  f o u n d  S t o  b e  b e t t e r ,  w h e n  

t e s t i n g  f o r  t h e  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n .  T h e  o n l y  a l t e r n a t i v e  

d i s t r i b u t i o n s  c o m p a r e d  w e r e  t h e  3 - p a r a m e t e r  W e i b u l l  a n d  

l o g - n o r m a l  ( n o r m a l  f o r  t e s t i n g  f o r  e . v .  ) d i s t r i b u t i o n s .  

3 .  L i t t e l l ,  M c C l a v e ,  a n d  O f f e n  ( 1 9 7 9 )  c o m p a r e d  s t a t i s t i c s  

i n c l u d i n g  A 2 ,  W2, R h  a n d  S  f o r  a l i m i t e d  n u m b e r  o f  

a l t e r n a t i v e s  a n d  f o u n d  A2 a n d  W2 o v e r a l l  b e s t .  T h e i r  r e s u l t s  

d i f f e r  a  b i t  f r o m  t h o s e  i n  t h i s  s t u d y  i n  t h a t  t h e i r  r e s u l t s  

g i v e  Rh s l i g h t l y  b e t t e r  p o w e r  t h a n  i s  i n d i c a t e d  h e r e .  

4 .  v a n  M o n t f o r t  a n d  O t t e n  ( 1 9 7 8 )  c o m p a r e  o n e - s i d e d  v e r s i o n s  o f  

A a n d  B w h e n  t e s t i n g  a g a i n s t  e x t r e m e  v a l u e  t y p e  I1 o r  I11 

a l t e r n a t i v e s ,  a n d  f i n d  t h a t  A  i s  u n i f o r m l y  s u p e r i o r  t o  B. 

T h e s e  r e s u l t s  s t r o n g l y  s u p p o r t  t h i s  c o n c l u s i o n .  

T h e  E x p o n e n t i a l  D i s t r i b u t i o n  

1. T h e  EDF s t a t i s t i c s  a r e  o v e r a l l  b e t t e r  t h a n  t h e  o t h e r  

s t a t i s t i c s  c o m p a r e d  w i t h  A2 a n d  U2 h a v i n g  t h e  b e s t  p o w e r  o f  

t h e  E D F  s t a t i s t i c s .  

* 



a .  The EDF s t a t i s t i c s  u s i n g  ML e s t i m a t o r s  ( c a s e  5 a )  h a v e  no  

b e t t e r  power  t h a n  t h e  s t a t i s t i c s  u s i n g  GLS e s t i m a t o r s  

( c a s e  5 ) .  S i n c e  A 2 ,  w h i c h  h a s  b e e n  f o u n d  t o  b e  a  v e r y  

p o w e r f u l  s t a t i s t i c  when t e s t i n g  f o r  o t h e r  d i s t r i b u t i o n s ,  

c a n n o t  b e  c a l c u l a t e d  u s i n g  ML e s t i m a t o r s ,  e s t i m a t i o n  by  

GLS i s  t h e  p r e f e r r e d  p r o c e d u r e .  

b. The  EDF s t a t i s t i c s  u s i n g  t h e  k t r a n s f o r m a t i o n  

( m o r m a l i z e d  s p a c i n g s )  a n d  t h e  d o c k i n g  o f f  p r o c e d u r e  a r e  

m a r g i n a l l y  more p o w e r f u l  t h a n  t h e  EDF s t a t i s t i c s  u s i n g  

t h e  d o c k i n g  o f f  p r o c e d u r e  o n l y .  

c .  A2 u s i n g  GLS e s t i m a t o r s ,  a n d  A2 u s i n g  t h e  p r o c e d u r e  of 

s u b t r a c t i n g  y 
( 1 )  

a n d  p e r f o r m i n g  t h e  K t r a n s f  o r m a t i o n  

h a v e  t h e  b e s t  o v e r a l l  p o w e r .  T h e y  a r e  m a r g i n a l l y  more  

p o w e r f u l  t h a n  W2 i n  e i t h e r  of t h o s e  t w o  s i t u a t i o n s  a s  

w e l l  a s  W2 u s i n g  ML e s t i m a t o r s  a n d  W2 u s i n g  t h e  d o c k i n g  

o f f  p r o c e d u r e  a l o n e .  E i t h e r  A2 o r  W2 w i t h  a n y  of t h e s e  

p r o c e d u r e s  i s  a  p o w e r f u l  t e s t  s t a t i s t i c .  

d. B e c a u s e  of  t h e  s i m p l i c i t y ,  a n d  s u p e r i o r  power  of  t h e  

c a s e  5 EDF s t a t i s t i c s ,  t h i s  p r o c e d u r e  i s  r ecommended  

o v e r  t h e  o t h e r  t h r e e .  

2 .  The r e g r e s s i o n  s t a t i s t i c s  d o  v e r y  b a d l y  i n  t h i s  c a s e  w i t h  

G 3 ,  R h ,  G2h,  a n d  R  h a v i n g  t h e  w o r s e  power  o v e r a l l  among a l l  

s t a t i s t i c s  c o m p a r e d .  G1 a n d  G2 h a v e  t h e  b e s t  power  among t h e  

r e g r e s s i o n  s t a t i s t i c s ,  b u t  much w o r s e  power  t h a n  t h e  EDF , 

s t a t i s t , i c s  e s p e c i a l l y  a g a i n s t  a l t e r n a t i v e s  c h i - s q u a r e  w i t h  1 



d e g r e e  of f r e e d o m  a n d  t h e  W e i b u l l ( . S )  d i s t r i b u t i o n .  

3 .  The  p r o c e d u r e s  u t i l i z i n g  h  h a v e  f a r  l e s s  power  t h a n  t h e  

c o r r e s p o n d i n g  s t a t i s t i c s  u s i n g  m .  S i n c e  f o r  t h e  e x p o n e n t i a l  

d i s t r i b u t i o n ,  m i s  e a s i l y  c a l c u l a t e d ,  t h e  e x p e c t e d  v a l u e s  of  

t h e  o r d e r  s t a t i s t i c s  s h o u l d  n o t  b e  a p p r o x i m a t e d  by  h .  

4 .  L i n  a n d  M u d h o l k a r ' s  s t a t i s t i c ,  BF,  a n d  G n e d e n k o ' s  s t a t i s t i c ,  

Q ,  do v e r y  b a d l y  r e l a t i v e  t o  t h e  o t h e r  s t a t i s t i c s .  

5 .  The s t a t i s t i c s  w h i c h  a r e  a  r a t i o  of  t w o  e s t i m a t o r s  of t h e  

s c a l e  p a r a m e t e r ;  J a c k s o n ' s  J s t a t i s t i c ,  t h e  L s t a t i s t i c  

p r o p o s e d  b y  L e w i s ,  a n d  S h a p i r o - W i l k ' s  W ,  a l l  d o  v e r y  w e l l  

. o v e r a l l .  O f  t h e  t h r e e  p r o c e d u r e s ,  S h a p i r o - W i l k  i s  m a r g i n a l l y  

b e s t ,  b u t  i t  w a s  e a r l i e r  shown n o t  t o  b e  c o n s i s t e n t  a n d  

s h o u l d  n o t  b e  u s e d  f o r  t h i s  r e a s o n .  

6 .  M o r a n ' s  s t a t i s t i c ,  M, w h i c h  i s  u n i f o r m l y  mos t  p o w e r f u l  

a g a i n s t  gamma a l t e r n a t i v e s ,  d o e s  v e r y  w e l l  a g a i n s t  

c h i - s q u a r e  ( a s  e x p e c t e d ) ,  and  a l s o  W e i b u l l  a l t e r n a t i v e s .  I t  

h a s  v e r y  p o o r  p o w e r ,  h o w e v e r ,  a g a i n s t  some  a l t e r n a t i v e s  

i n c l u d i n g  t h e  l o g n o r m a l  ( 0 , l )  d i s t r i b u t i o n .  

C o m p a r i s o n  o f  Power  R e s u l t s  w i t h  R e s u l t s  of O t h e r  Power  S t u d i e s  

1 .  T i k u ,  R a i ,  a n d  Mead ( 1 9 7 4 )  c o m p a r e d  t h e i r  s t a t i s t i c ,  TRM, 

w i t h  t h e  S h a p i r o - W i l k  s t a t i s t i c ,  W ,  a g a i n s t  a  w i d e  r a n g e  of 

a l t e r n a t i v e  d i s t r i b u t i o n s .  The  p o w e r  r e s u l t s  a g r e e ,  b u t  t h e y  

c o n c l u d e  t h a t  TRM h a s  power  of " c o m p a r a b l e  m a g n i t u d e "  w i t h  



1 i s  much w o r s e  t h a n  W .  

2 .  I n  g e n e r a l  t h e  power r e s u l t s  a r e  c o m p a r a b l e  t o  S t e p h e n s '  

( 1 9 7 8 )  s t u d y  of t h e  o n e - p a r a m e t e r  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .  

1 T h a t  i s ,  m o d i f i e d  v e r s i o n s  of t h e  s t a t i s t i c s  t h a t  w e r e  shown  

t o  b e  p o w e r f u l  f o r  t h e  o n e - p a r a m e t e r  e x p o n e n t i a l  

d i s t r i b u t i o n ,  w e r e  shown t o  b e  p o w e r f u l  i n  t h i s  s t u d y .  

3 .  I t  h a s  b e e n  p o i n t e d  o u t  by D y e r  ( 1 9 7 4 )  a n d  S t e p h e n s  ( 1 9 7 4 )  

t h a t  i t  i s  b e t t e r  n o t  t o  know t h e  t r u e  mean a n d  v a r i a n c e  of 

I t h e  a l t e r n a t i v e  d i s t r i b u t i o n ,  b u t  r a t h e r  t o  e s t i m a t e  t h e m  

I '  f r o m  t h e  d a t a  when t e s t i n g  f o r  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  u s i n g  

t h e  EDF s t a t i s t i c s .  I t  c a n  b e  s e e n ,  u s i n g  t h e  c a s e  4 

( l o c a t i o n  k n o w n )  a n d  c a s e  5 power  t a b l e s ,  t h a t  when  t e s t i n g  

f o r  e x p o n e n t i a l i t y  t h e r e  i s  s u b s t a n t i a l l y  l e s s  p o w e r  f o r  

1: some a l t e r n a t i v e s  when t h e  l o c a t i o n  p a r a m e t e r  i s  e s t i m a t e d  

f r o m  t h e  d a t a  t h a n  when i t  i s  known.  T h e r e f o r e ,  i n  t h i s  c a s e  

i t  i s  b e t t e r  t o  know t h e  t r u e  v a l u e  of t h e  l o c a t i o n  

p a r a m e t e r  r a t h e r  t h a n  e s t i m a t e  i t  f r o m  t h e  d a t a .  

The Normal  D i s t r i b u t i o n  

1. With  t h e  e x c e p t i o n  of t h e  G 3  s t a t i s t i c  a n d  v a n  M o n t f o r t  a n d  

I O t t e n ' s  s t a t i s t i c ,  A ,  a l l  t h e  s t a t i s t i c s  c o m p a r e d  a r e  v e r y  

c l o s e  i n  p o w e r .  

2 .  Of t h e  EDF s t a t i s t i c s ,  A2 h a d  a t  l e a s t  a s  g o o d ,  o r  b e t t e r  



power t h a n  W2 o r  U2 a g a i n s t  all a l t e r n a t i v e s .  W 2  and 0 2  h a d  

d 
v e r y  s i a i l a r  power p r o p e r t i e s  w i t h  WA2 h a v i n g  a s l i  g h t  edge .  1 

The t h r e e  r e g r e s s i o n  s t a t i s t i c s  R ,  G1 and G 2  had  a l m o s t  
\ ', # 

i d e n t f c a l  d i s t r i b u t i o n s  u n d e r  t h e  n u l l - - k y p o t h e s f s ,  and  

.. 
l i k e w i s e ,  n e a r l y  f d e n t i c a l  power p r o p e r t i e s .  

s u b s t i t  a t i o n  05 IT i o r = ~  r e s u l t s  i n  h a n g e s  i n  power of up t o  
- -A - - - - - - - - - P - 4  - - 

5 X .  The s t a t i s t i c s  using h ,  R h  and .  GZh,  h a v e  b e t t e r  p o u e r  
\ 

rhan t h e  s t a t i s t i c s  u s i n g  m ,  R 'and G 2 ,  f o r  w ide  t a i l e d  

b o u n d e d * ' T h e  d r o p  in p o u e r  f r o m  u s i n g  Rh and  G 2 h  r a t h e r  t h a n  

R and  G 2  f o r  t h e  bounded  a l t e r n a t i v e s  i s ,  i n  g e n e r a l ,  l a r g e r  

t h a n  t h e  i n c r e a s e  i n  p o v e r  f o r  v i d e  t a i l e d  a l t e r n a t i v e s .  

The Shapiro-WFfk s t a t i s t i c ,  W ,  i s  t h e  s t a t i s t i c  w i t h  t h e  
d 

b e s t  power a g i a n s t  a l t e r n a t i v e s  t h a t  a r e  b o u n d e d ,  b u t  h a s  

w o r s e  power t h a n  t h e  EDF o r  o t h e r  r e g r e s s i o n  s t a t l s t t c s  
C 

a g a i n s t  a l t e r n a t i v e s  w i t h  w i d e r  t a i l s  t h a n  t h e  n o r m a l  

d i s t r i b u t i o n .  

van M o n t f o r t  a n d  O t t e n ' s  t w o - t a i l e d  A s t a t i s t i c  h a s  v e r y  bad 

3 .-I power ? & l a t i w e  t o  the o t h e r  tests;.  I t  was  t h e  most p o w e r f u l  
i 

t e s t  compared  a g a i n s t  a  u n i f o r m  d i s t r i b u t i o n  a l t e r n a t i v e .  a 

1 s i g n i f i c a n t  r a l o e s  of A c e l c u l 4 e d  on s a m p l e s  f r o m  t h e  
b 

'-3 
u n f f  a r m  ~ z = t P i b x t i o ~  Were s I P n T f T c a 5 t  X5- the  T o W e r t a i 1 5  T o r  & 

a l t e r n a t i v e s  f o r  which A v a s  - d e s f  gned ,  t h e  s i g n i f i c a n t  "ah 

va1-e of k w e r e  pr4metstrdly i n  ehe u p p e r  t a i f .  



C o m p a r i s o n  of Power  R e s u l t s  w i t h  R e s u l t s  of O t h e r  Power  S t u d i e s  

' ~ h a ~ i r o ,  W i l k ,  and Chen (1968)  d i d ' a  c o m p r e h e n s i v e  s t u d y  of 

rrsl, 

'% t h e  m a j o r  t e s t s  f o r  n o r  a l i t y ,  i n c l u d i n g ,  D ,  W2, A2, x 
J" 

2 , B d  
* 

W .  T h e y  f o u n d  W t o  'be f a r  s u p e r i o r  among a l l  t e s t s  c o m p a r e d .  

The- r e r u x l t a - f r t U -  +In _ t h f s l t h e s l s  maxch S h a p i r a ,  Wilk, and  - - -  

C h e n ' s  r e s u l t s  d r y  c l o s e l y .  I t  h a s  b e e n  p o i n t e d  o u t  by 

S t e p h e n s  (19741, t h a t  t h e  p o w e r s  of W 2  ' a n d  A 2  i n  S h a p i r o  
b 

- - - - 
--p- -- - -- - - - - -- - - - - - - - -  - -  -- - - 

w i l k  a n d  C n ' s  s t u d y  w e r e  i n c o r r e c t .  

The p o w e r s  of the EDP s t a t i s t i c s  a n d  W a g r e e - y i t h  S t e p h e n s '  f 
( 1 3 7 4 )  r e s n ' l t s .  B e  c o n c l u d e d  t h a t  W h a d  m a r g i n a l l y  b e t t e r  

1 

p o w e r ' t h a n  W 2  o r  A 2 .  

W a r r e n  .(1980) c o m p a r e d  D, A 2  a n d  W e i s b e r g  a n d  Bingham's  
<+ = 'e 

a p ~ r o x i m a t i o n  of R a g a i n s t  $ v i d e  r a n g e  o r  W e i b u l l  - I" 
z l t e r n a t i v e s .  The r e s u l t s  i n  t h i s  t h e s i s  a g r e e  v e r y  c l o s e l y  

w i t h  h f s  r e s u l t s .  p 
6 - 3  C o n c l u s i o n s  and F u t u r e  R e s e a r c h  

* - .  
b Some o v e r a l l  c o n c l u s i o n s  o n  g o o d n e s s - o f - f i t  t e s t i n g  c a n  b e  

; 
made f r o =  t h e  r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  t h i s  thesis'. 
1. B e g r e y n  t e s t a  d o  r e l a t i v e l y  w e l l  f o r  t h e  e x t r e m e  e 

- - - - - - - - -  - --- - -- - -- 

and n o r m a l  d i s t r f b u t i o n s ,  b u t  t 'he p o o r  p o w e r  p r o p e r t i e s  of  

t h e  t e s t s  f o r  t h e  e x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t  i o n  i n d i c a t e  t h a t  

t h e s e  t e s t s  a r e  n o t  d e s i r a b l e  f o r  g e n e r a l  g o o d n e s s - o f  - f i t  



t e s t i n g .  T h e  s t a t i s t i c s ,  G1 a n d  G2 ,  p r o p o s e d  i n  t h i s  t h e s i s  

t e n d  t o  b e  more  p o w e r f u l  t h a n  t h e  m o s t  common r e g r e s s i o n  

s t a t i s t i c ,  R ,  b u t  i t  i s  d o u b t f u l  w h e t h e r  t h i s  i n c r e a s e d  

power  i s  w o r t h  t h e  e x t r a  c o m p u t a t i o n  n e e d e d  t o  c a l c u l a t e  

t h e s e  s t a t i s t i c s .  

2 .  I t  was  s h o w n  t h a t  t h e  S h a p i r o - W i l k  t e s t ,  W ,  f o r  

e x p o n e n t i a l i t y  i s  n o t  a  c o n s i s t e n t  t e s t .  F o r  t h e  n o r m a l  

d i s t r i b u t i o n ,  a r g u m e n t s  f o r  t h e  c o n s i s t e n c y  of W c a n  b e  

p r e s e n t e d ,  b u t  t h e r e  i s  n o  r e a s o n  t o  b e l i e v e  t h a t  t h i s  t e s t  

w i l l  b e  c o n s i s t e n t  f o r  a n y  o t h e r  d i s t r i b u t i o n .  S i n c e  r a t i o  

g o o d n e s s - o f - f i t  t e s t s  d o  n o t  u t i l i z e  a n y  s p e c i f i c  p r o p e r t y  

of t h e  d i s t r i b u t i o n  b e i n g  t e s t e d  f o r ,  t h e r e  i s  n o  r e a s o n  t o  

b e l i e v e  t h a t  a n y  o t h e r  r a t i o  t y p e  t e s t  o f  f i t  w i l l  b e  a  

c o n s i s t e n t  t e s t .  I n  f a c t ,  t h e  c o n s i s t e n c y  h a s  n o t  b e e n  s h o w n  

f o r  a n y  o t h e r  r a t i o  t e s t  p r e s e n t e d  i n  t h i s  t h e s i s .  T h u s ,  

a n o t h e r  p o s s i b l e  p r i n c i p l e  of g o o d n e s s - o f  - f i t  i s  t h a t  t e s t s  

of f i t  s h o u l d  u t i l i z e  a  c h a r a c t e r i z a t i o n  o r  u n i q u e  p r o p e r t y  
\ 

of t h e  d i s t r i b u t i o n  b e i n g  t e s t e d .  S e v e r a l  s t a t i s t i c s  t h a t  d o  

u t i l i z e  s p e c i f i c  c h a r a c t e r i c t i c s  of t h e  h y p o t h e s i z e d  

d i s t r i b u t i o n  h a v e  b e e n  p r e s e n t e d  i n  t h i s  t h e s i s ,  a n d  a n y  of 

t h e s e  t e s t s  a r e  p r e f e r a b l e  t o  t h e  r a t i o  t e s t s .  S i n c e  t h e  

d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  a n d  e x p e c t e d  o r d e r  s t a t i s t i c s  a r e  

u n i q u e  p r o p e r t i e s  o f  a  d i s t r i b u t i o n ,  b o t h  t h e  r e g r e s s i o n  a n d  

E D F  t y p e  t e s t s  a r e  t e s t s  w h i c h  u t i l i z e  c h a r a c t e r i z a t i o n s  o f  

t h e  d i s 5 r i b u t i o n  b e i n g  t e s t e d .  



3 .  S e v e r a l  t e s t s  w h i c h  h a v e  b e e n  p r e s e n t e d  a s  t e s t s  f o r  

s p e c i f i c  d i s t r i b u t i o n s  w e r e  f o u n d  t o  h a v e  n o  b e t t e r  p o w e r  

t h a n  t h e  EDF a n d  r e g r e s s i o n  s t a t i s t i c s ,  a n d  i n  s o m e  c a s e s  

much w o r s e  p o w e r .  T h e  r e s u l t s  i n d i c a t e  t h a t  t h e r e  i s  l i t t l e  

t o  b e  g a i n e d  b y  u s i n g  t h e s e  s p e c i a l i z e d  t e s t s  o f  f i t .  

4 .  T h e r e  i s  much m o r e  w o r k  t o  b e  d o n e  o n  b o t h  t h e  a s y m p t o t i c  

a n d  f i n i t e  d i s t r i b u t i o n s  o f  g o o d n e s s - o f - f i t  t e s t s .  A l s o ,  

w i t h  t h e  e x c e p t i o n  of t h e  EDF t e s t s ,  a n d  now t h e  r e g r e s s i o n  

t e s t s ,  f e w  r e s u l t s  h a v e  b e e n  f o u n d  o n  t h e  c o n s i s t e n c y  o f  

t e s t s  o f  f i t ,  a n d  h e n c e ,  much m o r e  w o r k  i s  n e e d e d  i n  t h i s  

a r e a .  

5 .  T h e r e  a r e  s e v e r a l  d i s t r i b u t i o n s  i n c l u d i n g  t h e  gamma 

d i s t r i b u t i o n  a n d  t h e  t h r e e - p a r a m e  t e r  W e i b u l l  d i s t r i b u t i o n  

w i t h  a l l  p a r a m e t e r s  u n k n o w n  w h i c h  c a n n o t  a s  y e t  b e  t e s t e d  

f o r .  A p p l i c a t i o n  o f  r e g r e s s i o n  a n d  EDF t e s t s  t o  o t h e r  

i m p o r t a n t  d i s t r i b u t i o n s  s u c h  a s  t h e s e  w o u l d  a l l o w  t h e s e  

t e s t s  t o  b e  u s e d  a s  i n d i c a t o r s  o f  t h e  d i s t r i b u t i o n  w h i c h  

b e s t  f i t s  t h e  d a t a ,  p o s s i b l y  b y  c o m p a r i n g  t h e  s i g n i f i c a n c e  

l e v e l s  o f  t h e  p a r t i c u l a r  s t a t i s t i c  w h e n  t e s t i n g  f o r  t h e  

d i f f e r e n t  d i s t r i b u t i o n s .  



A p p e n d i x  

Monte  C a r l o  s i g n i f i c a n c e  p o i n t s  f o r  t e s t s  of t h e  
E x p o n e n t i a l  d i s t r i b u t i o n .  

S t a t i s t i c  n S i g n i f i c a n c e  l e v e l  ( 2 )  
15 1 0  5 .2 .5 1 

S t a t i s t i c  n S i g n i f i c a n c e  l e v e l  ( % )  
15 1 0  5 2.5 1 

S t a t i s t i c  n S i g n i f i c a n c e  l e v e l  ( % )  
15 1 0  5 2.5 1 



S t a t i s t i c  n  

S t a t i s t i c  n  

S t a t i s t i c  n  

S t a t i s t i c  n 

S i g n i f i c a n c e  l e v e l  ( % )  
1 5  1 0  5  2 . 5  1 

S i g n i f i c a n c e  l e v e l  ( % )  
1 5  1 0  5  2 .5  1 

S i g n i f i c a n c e  l e v e l  (%)  
1 5  1 0  5 2 .5  1 

S i g n i f i c a n c e  l e v e l  (%)  
1 5  1 0  5 2 .5  1 



Monte  C a r l o  s i g n i f i c a n c e  p o i n t s  f o r  t e s t s  of t h e  
E x t r e m e  V a l u e  d i s t r i b u t i o n .  

S t a t i s t i c  n  S i g n i f i c a n c e  l e v e l  ( Z )  
1 5  1 0  5  2 . 5  1 

S t a t i s t i c  n  

S t a t i s t i c  n  

S i g n i f i c a n c e  l e v e l  ( Z )  
1 5  1 0  5 2 . 5  1 

S i g n i f i c a n c e  l e v e l  ( % )  
1 5  1 0  5  2 . 5  1 



S t a t i s t i c  n 

S t a t i s t i c  n 

U p p e r - t a i l  S i g n i f i c a n c e  l e v e l  (%)  
15 10 5  2 . 5  1 

L o w e r - t a i l  S i g n i f i c a n c e  l e v e l  ( % I  
15 10 5 2 - 5  1 
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