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tON
Ts

) = il1,n ��� vi,n � ��� ����� ��	���� �� 
������� ���	� n 


���� � ����� �� �� ������� �� ���� 
������� ���	��

1��� ��� %��	��� �������� ������ +,�0- ��� �� �	��� � ��		�


il,n(m)=

⎧⎨
⎩
il0,nu(m) +

Tsvi,nm
L , 0 ≤ m < tON

Ts(
il1,n − vi,n−vb
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����� � � ���� ���� ����� %&'(� � ��� �������� ��� ���� ����� ������ ����� ������������

�� �������� ��� ���� ������	 )��� !��� �� ��*�������� � ���	 �	&�	
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I = IPH − Is

(
e

V +IRs
nVT − 1

)
− V + IRs

Rsh
)��!*

(���� I� V ���
�� ��� 
����� 	������ ��� �
������ �����	�����+ IPH � Is ��������� ��� �
���

���	�� ��� �
�� �������
� 	�������� �����	�����+ Rs� Rsh ��������� ��� ����� ��� �����

�����
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(�� �� ������� ��� ���� ��� � �� ������ �� ������� �� � #�����&% �� � )* ��!% �������

� #���� �������� �� �������� � ������ �	+	 ,������ ���� ��� ���& �&��� �� ��� ������ ��
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 �� ������� ����� ���� ����!�� ��������� ��� ��� �� ������ ������ #� �#�� ��
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������	 ������ �	. ����������� ��� �������� �� �������� �� ��� ��������� �� �������� ���
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��� �����(������� ���� �� �!��� �� ���� )�**+	 ����, ����� P = V.I, �� ����

dP

dV
= 0⇒ I + V.

dI

dV
= 0⇒ −V

I
=

dV

dI
-�	�.

��� -�	�., �� ������� ���� ��� "�� �� �� ������ �� ��� ������������� ���������, �	�	
V
I , �� �!��� �� ��� ���� ����� ���������, �	�	

dV
dI , ���� � �������� ����	 /� ���  ���&��
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IL 7.34A

I1 10−6A

I1 10−6A

Rs 0.01ohms

Rsh 100ohms

n 1.5

VT 25.7mV
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��������� ���	�

������� ���������� �� 

!"�����"�� #�$ 105uH

�"������ �"��� ��������"�� 500uF

�"������ ����� ��������"�� 600uF

%&�����"' (��)��"�� 2KHz
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�����	� ���� ��	 #$$  �����	 ���� �	���� ������ �������� �� ��%	�	�� ������������
 !��� ����

��� ���� &	 �&�	� 	� ���� �����	 �
� ��	�	 ��	 #$$ ������ �� �� ������ ��������  �����	

�	�����	�� �� ��	 ����������� �	 	�
 ���� �����	 �
' ���������	� ��	 �	���� 	 	���� �	��������	

�� ��	 ��������	�
 !��� "���	 �	��������	� ���� ��	 	���� �� �	�� ���� 2.5% ������ ��	 ��	��

�����
 �����	 �
() ���������	� ��	 �����"	� �	���� 	 	���� �� ��	 �		�&��� ��������	� ����	�

�� �	��������	 ��� �����	�
 �� �� ��� &	 �&�	� 	� ���� ���� "���	 	���� ���� �����	 �� ��	

&	������� �� 	��� �����	 �� ����������� �	 	� &�� ��	 �		�&��� ��������	� �����	� �� �	�����	

��	 	����


�����	����	 !�&�	 �
� ��� ��	� ������ ���	� ��� �������� 	���	��� ���� ���	� �����

�����	� �� ��	 ��&�	�� �	��	�����	
 !�	 �������� 	���	��� �� ������	� �� �������

η =
PPV out

PMPP
× 100 *�
+,

��	�	 PPV out �� ��	 ���	� �	���	� &� ����� ��	 #$$! ��������	� ����	 PMPP �� ��	 	��	��	�

������� ���	� ������


-��������� �	����� �� �����	 �
� ���� ���� � �����"���� ����� 	�	�� �� ��	 ��		� ��

��� 	��	��	 *�� ��	 ���	� �� � �	� �������	�����, �� ����	 	� ����� ��	 ������	� �����	��

��	� ������	� �� ��	 ������ ��&����	� ����� �� ���� ��	� *	
�
 .())/ .()(/��� .()0/,
 !�	

�	����� ���� �������	 ���� ��	 ������	� �	���� �� ��&��� ������� ����	� �����	� ��&�	��

���������� ���� �� ����������� ��� �	��	�����	


!�&�	 �
�1 #$$! ��������	� �	��������	 �� ��%	�	�� �	��	�����	�


����������� 	
� PMPP 	�� PPV out 	�� η

� ��� ��� �����

�� ��� ��� �����

�� � �� �����

�� ��� ��� ����

� ��� ��� ����

!�	 ������	� �	���� 	���&��� � �	���� 	�� ���� �������� 	���	��� &	��		� '�2 ���

())2 � 	� � ���	 ����������� ����	
 �����	����	 ��	 � 	���	 	���� �� "����� ��	 #$$ �� ��	
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��� 	����	�� 
� �������� ��� �  � 	����
����� !����� ���"� �� ��� �	�
	���

���� 
��������	� ������	��� 	����
���� �	�� �����	��� ������� �
�� ���
���
�� #�$�% �$�&�

'������% ������ �������� ��
�� ����� 	����	���� 	�� ��� ����������� �
�� 	� ���	�

��	�� ���
��	�
��� ���� 	����	��
�� ��� �	(
��� ����� ��
��� )� *
���� ���% ��� ��	����


� ���	� ��	�� ����� 
� ���� ��	� �� ����	�� �� �	�
	�
��� �� 	���� �$� 
� #�$$&�

��� �����	
�� ����
����
�� ��
�
�
�� ���
��� ����� ��
��

������
���
��

��� ������� �� ����
�� ��+ �������	�� ��	� 	  , ����� ������ �	� �� ����	�� 	� 	 ��
��

����	�
�� ��
�� ��
�� 	 ������ ����������� )� 	 ��	��
�	� �
��	�
��% ��
� �����
-�� �	� �� ���

�� ��	�" ��� �  �� 	  , ������ �� � ��% 	 ��	�.�
�� 
���
/�	�
�� 	����
��� �	� ����.

��� �� 
���
�� ���  , ����� 	� �����
�� ��� �  	� ����
�� 
� ��� ������
��� 0��
��

��� /��� ��	��% ���  , ����� ���	�
����
�% �-�	�
�� 1��+2% 
� 
���
/�� ��
� 
���
/�	�
�� 
�

�	�� �� ��� "������� �� ��� ��������� �� ���  , ����� 	� 	��� 	� 	����(
�	�
�� �� ���

 , ����� �	�	������� )� ��� ���
�	�  , ����� ��
�
3� 
� ��
� ���"% ��� ���	� ����� 	��

�������� 
� ���
�� �
�� �	�� ����� �� 
����	�� ��� ������ ����	��% 
��� Np = 1 
� 1��+2� *��

	 �
��� ������	����% ��� �	���� �� �	�	������ �� Is 	� nNsVT 	�� �����	�� ��� �	��  ,

�����% ��
�� �	� �� 	����(
�	�� ��
�� ��� 4���� *
��
�� ������( �� �	��	� �����	��� )�

��
� ����% �� ����	�� ���  , ����� ���� 
������ 
��	
	��� ���
�
��� 	� ������

��� �	���� �� ����� �������� 	� ����	���� 5�
�� ��� 4���� *
��
�� ������(% ��� �	�	��.

���� �� Is 	� nNsVT ���� 
���
/� 	� ���� ������	���� 	� 	� ��� �	����	�
�	� ����

�� ���  , �	� ��
�� �� �
�� ��� ������
�� ����

I = IPH − C1

(
e

V
C2 − 1

)
1��62

����� ���� C1 	� C2 	�� "���� �	�	������� 7��� ��	� ��� 	��
��� ������	���� �	� 	����

��� 	����  , ����� '������% ���.���� ������	���� ������� �	� �� ��� �� ��
�� ���

�����
���� 
� ��� 	���� ����% ��
�� �	� �� ������� ��
���� 	�

I = IPH − C1(T )
(
e

V
C2(T ) − 1

)
1��82
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��� �� � 
������ �� �������� ����� ������� ��

����� T �� 	�� 
����	 	�����
	��� �� ◦C�� ��� 	���� C1(T ) 
� C2(T ) 
�� ��������� 
�

����

C1(T ) = Is(T ) = Is,ref

(
T

Tref

)
�����

C2(T ) = nNsVT (T ) = nNs

(
k(T + 273.15)

q

)
�����

����� Is,ref �� 	�� ����� �
	��
	�� �����	 � Tref ������ �� ���
��� 25◦C�� k �� 	��

 ��	!�
 ���	
	� 
� q �� 	�� �
"�	��� �# 	�� ����	���
� ��
�"� � 	�� ����	���

$���" 	�� ����
	�� �# 	�� %&&� ���	��� 	�� &' ������(� IPH � ���� �� ��
"�"


������" 	� 	�� 
����	 ���
��
�� ��)��� �����#���� 
 ��
�*	��� ���	�� ������ �� 
��� 	�



��!� 	�� ��
"�� � &' ������ �����	 
� )��	
"� 
� 
����+��
	� 	�� )
��� �# IPH

� �
�� ��	��� ������ ,��" 	�� ��
����� )
����� 	�� )
��� �# IPH �� �
����
	�� �
��� �

���-�� ,��" 	��� )
���� 	�� ��� ������	 )��	
"� �# 	�� &' ������� VOC � �� �+������� 
�

VOC = nNsVT ln

(
IPH

Is
+ 1

)
= C2(T )ln

(
IPH

C1(T )
+ 1

)
�����

. 	�� �+	 �	��� 	�� )
��� �# 	�� &' ������� �����	
�� 
	 	�� %&& ������ �� ��	������


� #�� 	� 	�� ��	������� /������
� �	����� �
)� ���� 	�
	 	�� %&& ���
��� ������ 
	


����+��
	��� 0.77VOC ����� ,��" 	��� )��	
"�� 	�� �����	 
	 %&& �� �
����
	�� 
� #������

IMPP = IPH − C1(T )

((
IPH + C1(T )

C1(T )

)0.77

− 1

)
���0��

1���� 	�� ������� ���	 �����	
�� �# 	�� ����	 ��)��	�� �� ��	 	� 	�� )
��� �# 	��

�����	
�� 
	 %&& "�)� ��

Rdes =
0.77VOC

IMPP

=
0.77C2(T )ln

(
IPH+C1(T )

C1(T )

)
IPH − C1(T )

((
IPH+C1(T )

C1(T )

)0.77 − 1

) · ���00�

 � ��	�����" 	�� �����	
�� ����)�� � ���00�� 	�� %&& �# 	�� &' ������ �
 �� 	�
�2��

� ��
�*	���� . 	�� #������" ���	��� 	�� �����	� �# 	�� �+������	 �# 	�� ���#���
�� �#

	�� ����"�� %&&� ��	������ �� 
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����� �	�
 ���������� ������� ��� �� ������ ���������	

��������� ���	�

�� ����� ������� �������� ISC 8.20A

�� ���� ��	�
�� ������� VOC 14.75V

���� ���� �����	�� VB 36V

���
������� L 100uH

�����	��	 ���
� ����������� 5mF

�����	��	 �
��
� ����������� 0.5mF

��������� �	��
���� 2KHz

����� ����	
����� ������

���������	
 	� ��� ����

��� �	������ ���� ����	� ����� ��� � �� ����� ��	 ���	����� ���� ��� ���������

��  ��
� 
���� � !���� �����	��	� ���� ��� ���� ����� �� ��!� "#$# ��� ���
� !
�� ��	

����� ��� �%��	� ���� �� �������� �� &��
	� "#''# �� ���� ���
�� ��� �		������� �� ����	����


���� (����� � �� �� ���  �)��� �����������
� ������� �� ��� �		�������� ����# ���

�������� ��� �������� �� ��� � �� �� ��� �� ���� ���  ��
� �
	���� ��������� �� 
����	 

�� �����!� �� ��� �!�	���	� ����������# *������� ��� �� ��� ��� �� ���  ��
� 	��
�	��

	������� ���� ����	 ���� �� !� ������ �� ��� (����� � ��# �� ���� ���
�� ��
	 500W

� �� ��	� 
���# ��� �		������� �� ����� � �� �	� ���	 ���� ���  �%� 
 �		������� ��	

��� ��  ��
� �� 	���� ��� �� ���  �%� 
 ����	# &
	���	 �	�� ���	������ ��� �
 !�	

�� � �� ��� ��� �	������ �
� �� ����� � ��������# ��
�� ���  �%� 
 �������!� ����	

�
��
� �� ��� ��  ��
� 
���� ��� � �� ����� ���
� �� ���	 ���� ��� �� ���  �%� 
 

����	# �� � �� ��� ��� ����	��	� � �����+ ����� ,-��''.$/ ��� 
���# ��� ����	��	

��� !
�� �� ��� ����!0�� 
��) ����	�� ��� ���� ��� � ���� ����	���� ��	 ��� -��

�	������	 
���� ��� ������	)� *��1�� � 2�	)���� ���!�%# ��� �����+ ����� ���

����	 ����	����� ��	�
�� �	� �������� �� &��
	� "#'3# ���� ��� ���	� ����	� ����� !��)

����	� �� ��������� �� &��
	� "#'"� ����� �� �� �	���� �� ��� ��  ��
�� !���� �����	��	�

!����	�� ��� ��� ����	��	# �� ���� ���
�� ���	�� �� �%�	����� �	� ��� ��  ��
� �� ��� ��

��� �����	��	 ����� �� 
��� �� ���	�� ��� !����	�# ��� ����	� ����� 	��
���� ��� ���	��

4�� �� �
�� � ��� ���� ���  �%� 
 ����	 ��� !� �%�	����� �	� ��� ��  ��
� 
���	
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��	��� ����� ����������� ��������� ������ ��� ����
����� �� �������
 ����	 ���	��

�����

��������	 
���� ������

��� ������ ������ ��� �����
  �� ��� 
�!����� ���
������� �����" ��������	 ��� ��������	

����� � ��� #$ ��
�� ��� �������	���
" �� ����� ��� ����� ���������� � ��� ��������� ���

��� �� 10 Ω� %� ���� ��������	 �����" ��� #$ ��
�� �������� �� ��� ������� ������ ��	����

��� ����
������ ��� ��� ��� ����	�
 �������������� 
����	 ��� ���������� &� ��� ����

����" ��� ���������� ��� ��� �� 60 Ω '����	� ������ ��	���( ��
 ��� ��������� �������� � ���
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��� �� � 
������ �� �������� ����� ������� ��

���������� 	
	��� �	 �������� ������ ���� �����	����	 ��� ��	���	 �� 	������ ��� ��	����

��	�	���� 	 10 Ω� ������ ���� �����	����	 ��� ��������� �����	 �� ��� �� ������ ��

������� �	�� �� ��� �������� ���������	 ����  ���� ��� ����� ������	 ����� �� �����

�����	���� ��� �����	 �� �� ������ ������� �� ������ ��� �� �����	 �� ��� ������

���������	�  	 �� �	 ���������! ���� ������	 �� �������	 �� �������! ��� ��� ��	�	����

�� ��� �� ������ "������ �����# �����	 ���	���� ������ ����� �����	���� ��� �����	

�� ��� ���������� ������ "���
 �
���#� ���� "$��%#!  ��������� �� ��� �� ������ ������

"����� ����� �������	 �� ���	���#! ��	���	 �� � ��������� �� ���
 �
���� �����
! ������

����� �����	����	 ��� �����	 �� ��� � ������ ������� �� ������ ���� ��� ���������

�����	� &��	 �����	 ����	����	 ���! �������		 �� ��� �����	 �� ��� ������ ���������! ���

�� ������ �������� ����� ���� ��
	 ����� ��  ���'������ ��� �����

������ ���( �����	����	 ��� ��	���	 ���� ��� ��	���� ��	�	���� �	 	�� �� 60 Ω� )���

���	 ��	�	����! ��� �� ������ 	
	��� ���� ���* �� ��� ������ 	����� ������� &�� ��	���	 ��

���	 ���������� ����	���� ��� ���������� �� ��� ���������� ������ ��� ���	���� ���������	�

�����������	
� 
� ��� �
�
��� �� ����
�

&� ��������� ��� �����	�� +��& ������! ��� ��	� 	��� �	 �� �������
 ��� �� ������

�������	 �	��� 	����� �� �� ��� ,���� ������� &������ �� +��� 	������� ������

���- ����	����	 ��� 	����� ������	 �� �������	 �� ��� ������ ����� ��� �������� ����'

���
 ���������	� ������ ���-� ����	����	 ��� �����	 ����� �	�� �� ����������� ��� &��

�� ������ �� ���	 �� ������� 	 ������	

I = IPH − 4.7525× 10−5
(
e

V
1.374 − 1

)
"���$#

����� �	 ��� 	�� 	 "��(# ���� *���� C1 �� C2 �������	� &�� ������ ����������

�	 		���� �� �� �.�� �� Tref � &� ��	� ��� ���������� �� ��� ����������! � ��	�������	

����� �� ��� ��������� �	 ������ �� ��� 	
	��� � ���� ��(� 	�����	� &��	 �����! ��	���	

�� 60% �����	� �� ��� 	���� ������� ������� �� ��� �� �������

������ ���/ ������	 ��� ��	���	 ������� �	��� ��� �����	�� ����������� ������	 ���/ ��

���/� ����	���� ��� �� ������ ����� �� ������� "����� ����������� �� ���������� ����	#!

����� ������� ��� ��� ���������� �� ������	�� ��� 	����� �����	 �� ������ ���������	

�� �� 	����		����
 ���* ��� +�� �� ��� 	
	��� �� ���� 0�/ 	�����	 "���� ��� ����� �� ��		

��� 5%#! ����� �	 �	� ������ ������� �� 	����� ���*	 	��� 	 1�0�2! 1�0�2� ������ ���/�

�����	����	 ��� ��������� ����	 �� ��� �������� ����� ����� �������� ���������	 �����	�
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������ 	
��� ������ �� ����������� ��� ��������� ����� �� ��� �� ������ ��� ���� ���� ���

���������� �� 10 Ohms ��� �� ������ ��� � � ��!����� ������������ �"� #����� ������� �� ���
�� ������ ��� #����� ������� �� ��� �� ������ ��� $�������� ����� ���������� ��� %��&

�&��� �� ��� ��������� ��� $������ �� �� ������� ��� �������
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!������ ��� "��!����� ����� ���������� ��� #��� ����� �� ��� ���!�����
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�� ��� ������� ���� ��� ����� ������ ��� ������� �� � � !���� ������� "�����# ��
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������ 	
��� ������������ � � ������ ������ �� � � ������� ��������� �����
 ������%& �������

	
��� ��� 	
��� ���������� � � '() ��� *() �������� �� � � ���������� *) ��+�� �%����&

+ �� ����������� �� � �������� �� � � ��������� ����� ��� ��� ���� $**" �������%

��������� �� ��� ��� ��������� �� ,�-�.�


��� �����	
�� � �����
����
�� ��
�
�
�� ��� ������� ��

�����
��

'� � �� �������& � � ������������� ��� ��  �� ���� �� �����& �� ��������� � � $** �����

�� ����(���� ������% ����
 ������� �� � � �������� ��� ��& ������ � � ���� �����& � � *)

����� �� ��������� ����� �� � /��+����� �� � � ���������� �� � � *) ������ ����� �% � �

������������ ����� ��� ��� *) ������0� ��� �������� �����
 " � ������������ ���� ��

������� ������& �������� �� �� ���������� �	
�� �% ,�-1.& ��� �� ���� �� � � �������������

����
 2���& ������� �� � � ���� ������� & +� ������ � � ������ �� �������� *) ����� �� ���&

�
�
& Np = 1
 ��� � ����� �����������& � � ���������� Is& nNsVT & ��� Rs ��� ��������& + �� 

��� �� �����#������ ����� � � ��������� ����������� �� ���������� �	
��
 " � ������ ��

� ��� ������� ������� ISC & ���� ������� ������� VOC & $** ������� IMPP & ��� $** �������
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�� ������� �� ��� �������� ���� ������� ��� ������ ����� �� ��� � ������ �!�

������ "����#� �� ��� � ������ �"� � ������ �#� ������� ���� ��#� "��$�� �# ��� ��%���#�

�������#"� ��$��� ��� &������ �������#"� ���#��'"����# ������ ��� (��#��� �# � $������ �#�

"����#� ��� (��#��� �# � $������ �#� �����
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VMPP � ��� ��	�
 �
 ��� �
����������� ��������� ��� �	��� �� ������ ����� �
 �����

	������ � ���������� ���� �� ��� ����� ��
 �� ��
�������� �� � 
��
�� �����������

����	��� ��� �����
� �������� �� ����
��
� �
 ��� �������� �� ��� �� ����� ���� ����

�� ISC �� VOC � ��� �
���
��� ����������
 �� ����� 	����� ���� ������� �� ���� ����� ���
�

���
��
�� ���� ��	� � 
�����	� ����� �
 ��� �������� �� ��� �� �����  !"#$ �����

���� ��� � ������� �� ������ �
 � ���� ���� ������� ��� ISC �
� VOC ���
�� �� −7.6%
�
� −1.6%� ��������	���� ����� �
 ��� ���	� ����� ��� ����� VMPP

VOC
����� ��������� �������

RMPP ����� �
������ �� 4% �
 � ������

%
��� ��� ����� ������� ��
�����
 &V = 0'� ��� 	���� �� ISC ��
 �� ���
� �� �������

ISC = IPH − Is
(
eKISCRs − 1

)
&(�!('

�
 ����� ��� 	���� �� nNsVT ��� ���
 �������� ���� 1
K ��� ���������� )��� ���� IPH �� ���


��
�� 	���� ��� ����� ��� ����� �������
�� ��� ���� *�� 	���� �� IPH �� ���
��+�� �


����,��� ����� �
 ��� 	������ �
� �����
� �������
� �� ��� �� ������ �����������

�
��� ��� ���
 ������� ��
�����
 &I = 0' �� ��	�

IPH = Is
(
eKVOC − 1

)
. &(�!�'

%��
� &(�!(' �
� &(�!�'� ��� ����� ������� �����
� ��
 �� ���������� ��

ISC = Is
(
eKVOC − eKISCRs

)
. &(�!-'

.� ��� 	���� �� Rs �� 	��� ���� &������� ���� ���
 1Ω'� ��� 	���� �� eKISCRs �� 
���������

���� ������� �� eKVOC � *��������

ISC = Ise
KVOC ≈ IPH &(�!#'

%��
� &(�!#'� �
� �� ��� �/�� ����� ���
�� &(�0' ��
 �� ������
 ��

IMPP = Is
(
eKVOC

)− Is

(
eK(VMPP+IMPPRs)

)
&(�!1'

2� �� ���� 3
��
 ���� ��� ����	���	� �� ����� P ���� ������� �� 	������ V �� 4�� �� 5����

dP

dV

∣∣∣∣
(VMPP ,IMPP )

= 0 &(�!6'

%��
� &(�!#',&(�!6'� �
� ����� ��� ��������� �
��������
�� ��� �/�������
� ��� K� Is�

�
� Rs ��� �����
�� �� �������

K =
IMPP

VMPP (ISC − IMPP )
&(�!�'



������� �	 
��� �� � 
������ �� �������� ����� ������� ��

Is = ISCe
−KVOC ������

Rs =
1

KIMPP
×
(
ln

(
ISC − IMPP

Is

)
−KVMPP

)
. ������

	
�� ����� �� �
� ������ �� ISC  VOC  IMPP  ��� VMPP  �
� ������ �� Is K ���

Rs ��� �� ���������� ����� ������������� ��� ����� ��� ��� ��������� �
� ����� �� IPH

��� ���
 ����������� ����� ����� �
�  ! "�����#� ������� ��� ������� "������"����� $�

�
���� �� ����� �
�� �
� �
��� ���������� Rsh ��� �"����� ��"%������� ��� �&��� �
�

"������� �������'� (�)���� �
� %��%���� *  	 "��
�� �����+�� �
�  ! "����� ����������

�� *   )
��
 �,
����� �
� ����� ��%������' �� �
� �
��� �������� ��� ��"%�������� 	
���

��%��������� ��� ����'+�� �� ������� ������

����� ����	
��� �� �������������

$� �
�� ������� �� �� ����"�� �
�� �
� "���� �� �
�  ! "����� �� -��)� ��� �
� ��.������ ��

�� ��� �
� *  � /� ����'��� �%%����
 �� %�������� 
��� �� ��� �
�  ! "����� ����������

�� *  � 	
�� ���������� )��� �
�� �� ���� �� ����- �
� *  � 0���� �� �
� "���� �����������

�� 1����� ���2 �
� ����� �� �
�  ! "����� ���������� Rpv ��� �� ������ �� �
� ��""�����

�� �
� ������ ���������� Rs ��� �
� ���������� �� �
� ��������� %��� �� �
� "���� ������� �'

Rtemp� 3���� �
� ��.������ �� �� ��� �
� *  ���������� RMPP  ��� ��� ������� Rs ��� ���

�� ������ 	
�� ����"%���� �� .������� ����� �� �
� ����� �� RMPP  )
��
 �� ������' "���

�
�� 2Ω )
����� � �'%���� ����� �� Rs �� 0.15Ω�

1����� ���24 5������ ������" ������������ �
� ����������� Rpv ��� Rtemp�
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������ �� �������� ����� ������� ��

�������	
��� �� ��� �� �� ����

P = V I → dP

dV

∣∣∣∣
MPP

= IMPP + VMPP
dI

dV

∣∣∣∣
MPP

= 0

→ RMPP =
VMPP

IMPP
=
−dV
dI

∣∣∣∣
MPP

������

����� 
� ��� ��	������ 	
��� 
� ��� �� 	
����� ��� ����� 
� ��� �� ��	����� �������� �
dV
dI  �� !� 
!������ �� �
��
��

V =
1

K
ln

(
IPH − I

Is
+ 1

)

→ −dV
dI

∣∣∣∣
MPP

=
1

K
× 1

IPH + Is − IMPP
������

"���� ��# 1
X = IPH + Is − IMPP ��� ����# $%�� ������ ��� ������ �� ����

RMPP =
X

K
· ����&�

�������	
��� ��� ����� 
� RMPP  �� !� �
��� ��
	 VMPP
IMPP

�� �
��
��

VMPP =
1

K
ln

(
IPH + Is − IMPP

Is

)
=

1

K
ln

(
1

XIs

)
������

'�� ��

RMPP =
VMPP

IMPP
=

1

K
(
Ic − 1

X

) ln( 1

XIs

)
����(�

����� Ic = IPH + Is �� �  
������ ������

)���# ����&� ��� ����(� �� ����

eIcX−1 =
1

XIs
→ Is

e
eIcX =

1

X
����*�

+� ����*�� ��� ������ 
� Ic ��� Is ��� ,�
�� ����� ��� ����� 
� X �� ��,�
��� -
����#

���� �%����
� �
� X .����� RMPP !���� 
� ����&�� /�� �
����
� 
� ���� �%����
�  �� !� �
���

!���� 
� ��� 0�	!��� 12��� ��
� W � ��� � �� � �
������� ������� ��� ��
� 
� f(W ) = WeW

3�4*5� /���� ��� �
����
� 
� ����*�  �� !� �6������� ��

X =
1

Ic
W

(
eIc
Is

)
����7�

����� W (.) �� ��� 0�	!��� 12��� ��
��
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��� �� � 
������ �� �������� ����� ������� ��

�� ��� �	
 ���
 �� X ���������� ��
 ��� ��
 �	
 ���������� ������ ��� �	
 ����
��

���������� ���
� ��

W (z) = lnz − lnlnz +

∞∑
k=0

∞∑
m=0

ckm(lnlnz)m+1(lnz)−k−m−1

= L1 − L2 +
L2

L1
+

L2(−2 + L2)

2L2
1

+
L2(6− 9L2 + 2L2

2)

6L3
1

+
L2(−12 + 36L2 − 22L2

2 + 3L3
2)

12L4
1

+
L2(60− 300L2 + 350L2

2 − 125L3
2 + 12L4

2)

60L5
1

+O

[(
L2

L1

6)]
�� �!"

#	
�
 L1 = lnz ��� L2 = lnL1 �	
 ����
 ������ ��
�� �
������� �������
 �
���� ���

W (z) #	
� z ≥ 3� #	��	 �� ���
 ��� ��� ���
 ����
 eIc
Is
� 3 $���� �� �%" ��� �� �&"� �	


������ ��
������ ����� ���
� �� RMPP ��� �
 ������
� '� ���������� �� �!" ��� �


�����(����
� �� ��� ���� ���� �
��� �� ���#�

W (z) = L1 − L2 +
L2

L1
+

L2(−2 + L2)

2L2
1

�� �)"

#	��	 �� ������������� 
�� 
(�
����
 �	�� �� �!" * ���
���� ������� ���
� �� �	
 ����

��
� �� �	�� ������ �
����� � � �� �������
� �	�� �	
 �����(������� 
���� �� ����� �� �)" ��


�� �	�� 0.01% 

����� ����	
	�	
� �����	�

*� �
�����
� �� �
����� � �� �	
 ���
��� �������� �� �	
 +, ����
 �� �
�
��
�� �� �	


����
�� �
��
�����
 *��� �	
 ���
 �� �	
 �	��� �
������� �
�
��
� �� �
������ �	
 ���
�

��� �-
�� �	
 �������� �� #
 �	
 �
��������� �� �	
 �
�������
 �� RMPP �� ����.
� #��	

�
��
�� �� �	
�
 �����
�
�� �� ���#� �����
 � /% ��� �
 �����
� �� ������ �	
 �	���

�
�������
 Rsh �
�#

� Rs ��� Rtemp �	
�
���
� Rpv ��� �
 ������
� �� ���#�

Rpv = Rs +Rsh||Rtemp �� �/"

$���� �� �/"� �	
 �
��������� �� �	
 Rpv #��	 �
��
�� �� Rsh ��� �
 ������
� ��

∂Rpv

∂Rsh
=

(
Rtemp

Rsh +Rtemp

)2

≈ 0 �� ��"
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����� �� �	
 ��� �	�� Rtemp �� �
�������
 ���	 �
��
� �� Rsh �1KΩ� ������ �	
�
���
� �	


	���
 �� RMPP ��
 �� �
��
���� Rsh �� ����
 ������

 ����!��� ���"#� ��� ���"$�� ��� ������ �	�� Is 	 IPH � �	
 %���
 �� &' �
������
 �� �	


��(���� ���
� ����� �� ��%
� �)

RMPP =
1

IcK
W

(
eIc
Is

)
≈ 1

IPHK
W

(
eIPH

Is

)
������

���� �	�	 �	
 ���
� �� �	
 &' �����
 �� *&& �� �
 ������
� �� �������

PMPP =
IPH

K

(
W
(
eIPH
Is

)
− 1
)2

W
(
eIPH
Is

) ����#�

+� �	
 ���%
 
�������� �	
 ���� �
��
�����
 �
�
��
�� �����
�
�� ��
 K ��� Is ���	

�
�
��
��
� ��%
� �)

K(T ) = nNsVT =
nNsκT

q
������

Is(T ) = CT 3e
−qVg
κT = CT 3e

−Vg
VT ����,�

�	
�
 κ �� �	
 -���!����.� ������� 1.38 × 10−23 J/K� T �� �	
 ����
�� �
��
�����
 ��

/
�%��� ��� q �� �	
 
�
���� 	���
 1.6×10−19C� 0���� Vg �� �	
 ���� ��� %�����
 � 1.11V ��

��� 1 �� � ������� ���$��

2��
 �	�� ���	���	 IPH �� �
�
��
�� �� �	
 �
��
�����
� �� ���� ��� �3
� �	
 ����)

�� �	
 �������	� �� �� ���� �
 ������
� �� 
�	 ������ )�
 ����� �
��4���
 �
����
�
���

�� &' %�����
 ��� ���
���

 ���� ����#�� �	
 ���
� �� *&& �� �
 ������
�� �	�	 �� �
�
��
�� �� �	
 �
��
�����
�

�	�� �
�
��
�) �� �
 ���
����
� �) ����� � �
��
�����
 �
���� �� �	
 �����
 �� �����)

�	
 %���
� �� Is ��� K ���
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Irradiance = 1000 W
m2 → RMPP |T=25◦C = 1.45Ω

T (◦C) PMPP (W ) P |R=1.45 err

−10 98.8 96.4 2.4�

25 85.27 85.27 0�

60 71.9 70.5 1.9%

Irradiance = 600 W
m2 → RMPP |T=25◦C = 2.42Ω

T (◦C) PMPP (W ) P |R=2.42 err

−10 58.9 57.3 2.7%

25 51.58 51.58 0%

60 43.3 42.45 1.9%

Irradiance = 200 W
m2 → RMPP |T=25◦C = 7.47Ω

T (◦C) PMPP (W ) P |R=7.47 err

−10 21.10 19.92 2.7%

25 16.23 16.23 0%

60 15.19 14.65 1.9%
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��� �	 ��	�	��	�

�� 	��
�	 �� �	���� ��	 �	�������	 �� ��	 ������	� ������� ���	�	�

#$
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�	� ����� ����� ���������	 ����� ��������	� �	 �������� ����� �� ��� ��	
����� ��

����	 ����� �� �	 ��	���� �����	 !"�#� $�� �
�����	� ������� �������� ��� ������	� ���

��	
������ �	����� �����%����� �
�����	� �	� ������� �
�����	�� &	 �����%����� �
�����	�' �	�

��(	�� ��� ��	
����� ������ ����	��	� �	 ��� �	%�) ������ �� ��� �������� �	� �������	�

��� ����
�	� ��	��� ������� ������� $��� ������ ��� ���	 ������ ���� �	 ��� ����������'

��� ������ �	 ������	� ��� **� ��������	 !+,#� $�� ����	� ������' �������� �� �� ����	�


���������' ����� �� �	 ���� �����' �� ����� �	 ��� �
����� �� ��� ��	
����� ���	��� �	 � �������	�

������ $�� ������ ������ ������ ������ �������� �� �
����	� ��� �����������	 �	
��
�� �	

��� ����� �������	� ������� !--�#�

.����� ��- ������� � ����� ��	
����� ��		����� �� � �������
� ����� $��� (���� �� �������

�� ��� �	� �	 .����� /�-' ��� ��� ��0�� ��)���	�� �� ������	� � ���� �� ��� ������' ������

���	 0��� � (�� ������� 
������� $��������' ��� ������ �����	� ��	����' ����� �� � ��0��

������	��	� ������ $�� ��������	��	� �	������ �����	�' ������ �����	�' �	� ������ 
������'

��� �������� �	 .����� /�, ���	 �������	� �	 1*� �	� **�' ��������
���� 1���	� ���

������ 23 ����' ��� �	��� �����	� ��	 �� ������� ��

23 ����4 iin = iin(kTs) +
1

L

∫ t

kTs

vi dt ���-�

����� iin �� ��� �	������ L �����	�' vi �� ��� �	��� 
������ �� ��� ��	
�����' ������� �� ��

��	���	� �	 ���� �������	� ������5 �	� k' Ts ��� ��� 	����� �� �������	� ������� �	� ���

�������	� ������' ��������
���� �� �������� �	 .����� /�,' �	 **� ��� �����	� iin(kTs) ���

� 	�	% ��� 
����5 ����
��' ���� 
���� ��  ��� �	 1*�� 6��	� ���-�' ��� �	��� �����	� �� ��
�	

��

iin ((k + d)Ts) = iin(kTs) +
1

L
vidTs ���/�

����� d �� ��� ��� �������	� ���� ������

1���	� ��� 2.. ���� �� ��� ������' ��� �	������ ���� ����� ���������	� ������� ��� �����

&	 ��� ��������� ���� �	���
��' ��� �	��� �����	� ��	 �� ������	 ��

2.. ����4 iin = iin(kTs)

+
1

L
vidTs +

1

L

∫ t

(k+d)Ts

(vi − vo) dt ���,�
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�	��� ��� ���� ������	�� �� �
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�

��	� vo�

������ ���� �

�	 �
���	�� ������	 ��	� �� ����	 
�	��� �
�����

���� 	�� �
���	�� 
����	�� �� �� ! 	�� ����	 ������	 ������� "��
 �	 	��� (k+d+d′)Ts

�� ��
�� �� ������ #�$� %��� �
���	�
� ��� �� ���		�� ��

iin
(
(k + d+ d′)Ts

)
=

dTs

L
vi +

d′Ts

L
(vi − vo) = 0. &���'

%����(
��! 	�� ���� 
( d′ ��� �� �������	�� �� (
��
��

d′ =
vid

vo − vi
. &���'

)� 	�� �� 
����	�
�! 	�� ����	 ������	 ���� �
	 ����� "��
 ������ 	�� ���	����� ����
��

*����! �	� ���� �	 	�� ��� 
( ����
� �� ���� �+

iin ((k + 1)Ts) = iin(kTs) +
Ts

L
vi − (1− d)Ts

L
vo. &���'

%���! �� �� 
����	�
�! �	���"�	�
� 
( &���',&���' ��� 	�� �������� 	�����-�� ./�0! +�����

	�� ������ ����	 ������	 �� (
��
��

< iin >=
1

2L
vid

2Ts

(
vo

vo − vi

)
&��1'

����� < . > ���
	�� 	�� ������� ���� 
( 	�� ��������  
��
��! 	�� ������ 
( 	�� 
�	��	

������	 ��� �� 
�	����� ��

< io >=
d2Ts

2L

(
v2i

vo − vi

)
. &��2'
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�������	���� ���� ��� ������ �������� � �������  ������� �!���� "�� ��� ������ �����	� ����	

 # 
��$�� %��	� 
��&�'
����� ��� ������� �" ��� ������ �����	� �	 ��� ��������	 ��	  �

� ���	�� �� "������

< io >= (1− d) < iin > +
d(1− d)Ts

2L
vi − d(1− d)2Ts

2L
vo. 
��(�

)�!�� ��� �� ������ ���� ��� ������ �� ��		����� �� � ��	���� RC ���� 
*����� ��&��

+�	��� ��� ������ �����	�'������� �������	���� �� ����	  #

< io >= Co
d < vo >

dt
+

< vo >

R
. 
��&,�

-�"����	� �� *����� ��&� ��	�� ��� ��	������	 ���� �" ��� ����� �� (1− d)Ts� ��� �������

�" ��� ������ ������� �� ����	  #

< vQ >= (1− d) < vo > . 
��&&�

%��	� 
��&&�� ��� ������� �	��� ������� ��	  � � ���	�� �� "������

< vi >= L
d < iin >

dt
+ (1− d)vo. 
��&.�

/	 ��� ���� �" ���� ������ ��� ��� "���������	� ���  ���� �	 ��� ������� ������ �	 �	�

�������	� ������� +�	��� ��� 	������	 < . > ����  � ������� "��  �����#� 0� �	��������� ���

�#	����  ������� �" ��� ��	������ �	 ��� ���� �	� ��	 �����1� 
��(�'
��&.�� �"��� ���"����	�

���� ���� ��	��������	�� ��� 	�	��	��� �����'����� �������	� �" ��� �#���� �	 ���� ���� ���

� ���	�� �� "������ {
ẋ1 =

vi
L − u

Lx2

ẋ2 =
u
Co

x1 +
u(1−u)Ts

2LCo
vi − u2(1−u)Ts

2LCo
x2 − x2

RCo


��&2�

����� x1 =< iin >� x2 =< vo >� �	� u = 1− d� %��	� 
��&2�� ��� ������ ���� ���	� �" ���

�#���� ��	  � "��	� "��� {
x∗1 =

vi
u∗2R

x∗2 =
vi
u∗


��&��

����� ��� ����� ��� ���� ��� ����������� ∗ �	������ ������ ���� ���	�������
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���
��� �� �		��⎧⎪⎨
⎪⎩
˙̃x1 = −u∗

L x̃2 − x∗2
L ũ

˙̃x2 =
u∗
Co

x̃1 +

(
u∗

2
(u∗−1)Ts

2LCo
− 1

RCo

)
x̃2 +

[
X∗1
Co

+ (1−2u∗)Ts

2LCo
vi−u∗(2−3u∗)Ts

2LCo
X∗

2

]
ũ

������

����� x̃1 = x1−x∗1� x̃2 = x2−x∗2� ��� ũ = u−u∗�  ����
� ������ ��� �� ������� �
��	
!��

�� ��
	
"
�� ������ �� �		�� [
˙̃x1
˙̃x2

]
= A

[
x̃1

x̃2

]
+Bũ ������

�����

A =

⎡
⎣ 0 −u∗

L

u∗
Co

u∗
2
(u∗−1)Ts

2LCo
− 1

RCo

⎤
⎦ ������

���

B =

⎡
⎣ −x∗2

L

x∗1
Co

+ (1−2u∗)Ts

2LCo
vi − u∗(2−3u∗)Ts

2LCo
x∗2.

⎤
⎦ ����#�

��� �������� �����
� � ��� ����� $	���� x̃2 �
�� ������� � ��� ����	 
���� ũ 
�

���
��� �� �		��

Gou(s) =
X2(s)

U(s)
=

b2s+ a21b1
s2 − a22s− a12a21

����%�

����� aij ��� bk ��� ��� �	������ � ����
��� A ��� B 
� ������ ��� ����#�� �������
$�	��

&
��� 0 < u∗ < 1� ��� ����� a12 = −u∗
L � a22 = u∗

2
(u∗−1)Ts

2LCo
− 1

RCo
� ��� b1 = −x∗2

L ���

�	���� �����
$�� ��
	� a21 = u∗
Co


� �	���� ��
�
$�� '��
���� �� �����
��	 �
���
� $�	����

b2 =
x∗1
Co

+ (1−2u∗)Ts

2LCo
vi−u∗(2−3u∗)Ts

2LCo
x∗2 
� ��
�
$�� ��� �
�� ������ 
� ��� �������� �	���
�	

��(�
���� � ��� ����� $	���� �������� �����
� Gou 
��
����� ��� �)
������ � � *+, "���


���� -., ����$
� � ��� ��� ��$����� �����
�� 
� ��� //.� 0���������� ��� ��������

�����
� ������� ��� ����� ������� ��� ��� ����	 
���� ��� � *+, "���

1� 
� ��		 2��� ���� ����2
�� ����	 � � ��3�
�
��� ����� ������ ��� ����	� 
�
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�� ���� 4���534��#5�� 6����� ��3��!�
�
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� 7�)
�	� ��������� ���
� ������� 4#�� #�5� ��� �� ���� � �		�$
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�

����� ��	
�� � ��3��!�
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y = (1− β)iin + βio  !�"#$

����� 
�� ���	� �� β �� 	��� 
� 
�������� 
�� %&' ���
�� ��
� � �����	������� ����

%�
� 
��
 ������� β = 1 ���	�
� �� 
�� �������� %&' ���
��� ������� β = 0 ���	�
� �� �

�����	������� ���
��� ( ����� ��� β ���	�� 
� ����� � �����	������� ����
����
� ��

�� ��
����� �� 	
���)���  !�*+$ ��� �����
���  !�"#$ �� �������

y = (1 + β(u− 1))x1 + u(1− u)β
Ts

2L
vi

− u2(1− u)β
Ts

2L
x2.  !�"*$

,�������� 
�  !�"*$� 
�� �	
�	
 �� ����� ��

ỹ = (1 + β(u∗ − 1))x̃1 −
(
u∗

2
(1− u∗)β

Ts

2L

)
x̃2

+ βvi

(
1

u∗2R
+

Ts(u
∗ − 1)

2L

)
ũ  !�""$

����� ỹ = y − y∗� ,����
���  !�""$� �� ����

ỹ = C

[
x̃1

x̃2

]
+Dũ  !�"+$

�����

C =
[
1 + β(u∗ − 1) −

(
u∗2(1− u∗)β Ts

2L

)]
 !�"!$

���

D = βvi

(
1

u∗2R
+

Ts(u
∗ − 1)

2L

)
.  !�"-$

.��� ��
��� A ����� ��  !�*/$ ���� ��
 ����� �	� 
� 
�� ��������
���� 
�� ��������	�� ��


�� ���
�� ��� �� 
�� ���� ���� �� ������� 0������� 
�� �	����
�� �� 
�� 
������� �	�
���
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����	� ��	 ����
���	� ���� ��	 ����� �� ��	 �������� 	�
����

Ds2 + (b1c1 −Da22 + c2b2) s+ (c1b2a12 − c1b1a22

+ c2b1a21 −Da12a21) = 0. ������

��	�	 ck ��	 ��	 	�	�	�� �� ��	 C ����� � �������

!������ �� ��	 ����� �� ������ 
��� "!�#!$ �������	 ��� ��%	�	� &��
	� �� ����
��

�����	�	�� �	�������	� ���� � ''" ��	�����( ��	 &��
	 �� β �� � )	� ������ � �	�	�����

��	��	� ��	 ����	� �� ����
������	 �"*� �� ��� + ������
���( �� β �� ����	 ����	 ��

�	��( ��	 ����	� ���� ,	 ����
� ����	� -��	&	�( ��	 �	���	� &��
	� �� β ���
�� ,	 ����	

�� 1 �� ���� ��	 �	��	�	� �
��
� �� ����	 �� ��	 �	���	� �
��
�� ! ������� �� ��	 �����

�� ������ �	�������	� ���� ��	 &��
	� �� β ��� ����� ��	 ����	� ����	� ��� �������	�������

,	��		 ."* �� "*( �� ������ �	�	�	� � ��	 &��
	 �� u∗� ��	 ������� �
��	��� ����

�����	� &��
	� �� u∗ ��
�� �	�
�� � �����	� &��
	� �� β� ��	�	���	( �� 	�
�	 ��	 ��	���

���,����� �� ��	 ����	�( ��	 &��
	 �� β ���
�� ,	 ����	 ����	 	�
�� �
�� ���� ��	 ����	�

�	���� � ��	 ����
� ����	 �	���� /
���	����	( �� β � 1( ��	 &��
	 �� (1−β)iin ����

,	 	��	��	� ���� �	��	�� �� βio � ����0�� + ��	 ��	��� ����	 ''" ��	�����( ��	 &��
	 ��

��
���� �
��	� ���� ,	 ����� ����	�� 1
u io( ��� ����� u �� �	����&	�� ������ ��	�	���	( ��	

	%	�� �� (1−β)iin ��
�� ,	 	�����,�	 �� u �� ���	��	�� !� � �	�
�� �� ���	���� u( ��	 ."*

�	��� ��� β �� ���	��	� �� ��	 �������	� ��� �����,�� ����� ��	 ,�
���� ��� ��	 ."*

�	��� �
��� � �����	� ����	��� 1������� ��%	�	� &��
	� �� u∗ �� ��
���� ��	�� 	%	��

� β ����� ���� ��	 &��
	 �� (1−β)iin ���� ,	 	��	��	� ���� �	��	�� �� βio � ��	 ''"�

���� 	%	�� ���� ,	 �����	�	� � �	����� ��	 �������	� � �	���� ����

��� ������	
� �������	� �	����

$��	� � ��	 	 ��	���� ��� �
��
� �
��	�( � �������	� �� ��	�	�	� � ���� �	���� �� ����) �

�	���	� �
��
�( ��	�( ��	 �	�	�	� ���� �
��	�( 
�	� ''" �� 2'" ��	����� ���������

��	 �������	� ���
��
�	 �� ���� � /��
�	 ���( �������� �� � *+ �������	� �� ���
�	 ��&	��

�	�	 �� ��	 	���� �� �	��� ��	 ���	�� ������ ,���) �� � �		�,��) ��	�������� �������	�

�,���	� �� �������� 3	�	���� �� /��
�	 ���( w �� �	�	� ��

w = kp(yd − y) + ki

∫
(yd − y)dt ����4�
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����� yd �� ��� ������� ������ �� ��� ������


��� �� ������ � ������� ����� u ���� ���� ��� ������ ���� ������������ �� ����� ��

y = w + yd. �	
� !

"����# ��� ������$���� �����# e = yd − y# ��� �� �������� ��

(kp + 1)ė+ kie = 0 �	
�%!

����� ��������� �&��������� ����������� �� ��� ����� �� '���


(� ��)�� � ������ ������� ����� u �� ������� �	
� !# ��� ����� �� ������������ ��)�� ���

������ �� ��� ����� ����� ���� ��������� ���������
 *� +,- ���������# ��� �� ������ ���

������ ������� �� ��� ������ �� y = io �� �	
 !
 "���� ��� ������ ��� �� �������� �� �������

y =
(1− u)2Ts

2L

(
v2i

vo − vi

)
. �	
.�!

/�������� �� �	
.�! ��� �������� ��� ������� ����� u ��

u = 1−
√

2L

v2i Ts
(w + yd)(vo − vi) �	
.0!

���� ������ �� ��� ������ ���� ������������ ����� �� �	
� !
 (��������# ��� ����� ���� ��������

�� '���# �&�����������


*� ��� ,,- ���������# � �����$�1 ������ �� ������ ������� ��� ����� �� u∗ ��� β ��

������ ������ ��������� ��� ����� ������
 *� ����������# ������ ������ �� β �������� ��� ���2 ��

�������� �����������# ��� �������� ��� �1��� �� ����� ������� �� ��� ����)��� ������ �������

�	
��!
 ���� ��� ������� ��3������ �� �� ����2 � ������� ������ �������# ��� �1��� �� �����

������� ���� ������ �� �� ����� ���� �� ��� ������ �������
 (� ����� ���� �����# ��� ��������

�� �� �����&����� ��� ������� ����� ������� ��� �����'� �� �� ������ ��� ������� ������
 4����
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����� ��� ������� ���
�� �� ��� ������ ��� �� ��������� ��

yd = βiod + (1− β)iind
= βiod + (1− β)

Ri2od
ηvi

������

����� η �� � 
�������� ���� �� ��� 
���� ���	������ �!������ �� ��� ���	������ "����������

�� �� ������� ���� η �� #���� ��� ��� �� ����� �� �
����� ��� ��� ����� �� ��� ��
�� ���

���
�� 
���� 	� ��$� ��� ������� ������������� "���������� �� ������ ��� �������
� d

������� ��� ������� 	� �� �� � 	����� ��

%���$ ������ ��� ������ ��� ���
�� ��� �� ���������� ��

y = (1 + β(u− 1))x1 + u(1− u)β
Ts

2
ẋ1. ������

&���� 0 < u	 1 �� ''( �
������� u2 �� ��$ �$�� � ���� ���
��� �� u� %���$ ��� )�� ��*�

������ �+
������ �� ��	�

y = (1 + β(u− 1))x1 +
(
u(1− 2u∗) + u∗

2
)
β
Ts

2
ẋ1. ������

"�$��� ��� ������������ ��� �

��+������� ����� ��� ��� ���� u(1 − u)� ,���� �� ����

�$��� ��� 	� �� �� u2 ��� ��� �� ���
 ��� � ��$ �����- ����� � )�� �� ������ �+
������ ��

���� ���� ��������

.�������$ �� ����/� � ������ ��
�� �� ������ ��� �+
������� ���	��$���� �� ��� � �����

 ��
 ����� �� 0��� �� $�	�� ��

u =
w + yd −

(
(1− β)x1 + u∗2β Ts

2 ẋ1

)
β
(
x1 + (1− 2u∗)Ts

2 ẋ1
) . ����1�

2� ���� � �� ����� ���� ��� �0��$ ��� �

��+����� ��
�� ����1� 	����� �� 	��$ ��� ���������

�������� ������ 
��	���� � �������3 �������  ��$�� �

��+������� ������ ��� ���
�������� 

���� �� ��� � $������� "���������� ��� �������# ������  ��
�$��� ��� � ���
������ ���

��� ������ �� ��� ��
�� ��� ����$ ��� �

��+������� �� �������

��� �����	
���� ������� ��	 ��� ����	����	

2� ������� ��� �� ��� ����� ���� ��� 
��
���� ������  �� ��� ''( ���� �� �� �+
������� 

���	��$���� �� ��� ����� �� 0���� 4���	�� 0��� ����� ������� ��������� ���
�� ��� ���

������� 	� �� �� ������ ����� ��� ��� ��������� � $�������� 0��� ����� ������� ���
�� �������
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�� ������������ ����� ��� u(1− u)


��� ��� ������� �����
 ���� ����� �� ������� �� ��� ��������� �� �������� ��� �����������

 ��������� �� ��� �����  �������� �� !!"


#����$��� %	
�&' ��� %	
��' �� ��� ������ �����( ���� e = 0( �
�
( y → yd( ��� ������������

������� ��� ������ ����� ����� �� ��� ������  ������ ��� ��� ������� �����  �� �� ��������

��

(1− β)
ioss
ηuss

+ βioss = βiod + (1− β)
Ri2od
ηvi

%	
�)'

����� ��� ���� ����� d ��� ss ��������� ��� ������� ��� ������ ����� ������( ����� ������


���( ��� �� ������ ���� ��� ������  ������ ���� ���  ������� �� ��� ������� �����( �
�
(

ioss = iod + Δio
 *��� ���� �� ioss = iod + Δio > 0( Δio �� ������ ������� ���� −iod

���������( ��� ������ �������  �� �� �������� ��

voss = Riod +RΔio. %	
��'

#����$��� %	
��' ��� vi = ussvoss ( ��� ��������� ������������  �� �� ��������


1

uss
=

Riod
vi

+
RΔio
vi

· %	
�+'
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R(1− β)Δi2o + (2R(1− β)iod + βηvi)Δio = 0. 
�����

��� ������� �������� �� 
����� �� Δio = 0� ����� ����� �� ioss = iod� ���������	 ����

��� ������ ������� ������	�� �� ��� ������� ����� �� ��� ����� ������ !������� ��� ������

�������� �� 
����� �� 	���� " 

Δio =
βηvi

(β − 1)R
− 2iod. 
���#�

�� ������ ���� ioss = iod �� ��� ��� �������� ����� ��� ��������	 ����������� ��� ����$�����

�� ��� � ���$ ������ "� ������ ���� ���� ��� ������ �������� 
���#� �� ��� �����"��� %����

Δio > −iod ��� ��������	 �� 
���#�� ���� ��������� �� $�� ���� ��� ��������	 ���&����� ��

�����

iod >
βηvi

(β − 1)R
· 
���'�

(������$���� ���� ��� ��������� �� ��������	 �� ))*� ��� ����� ����� ������ �����	�

������ "� ���	�� ���� ��� ����� �����	� $��������� " 1
1−dB � ����� dB �� ��� ��� � ��� ��

��� ��������� �� ��� +)*,))* "������ � ���������� ��� ����� �� iod ������ "� ������ ��

������ ��� ��������	 ���&����� 

vi
R(1− dB)

< iod. 
���-�

)�$"����	 ���&�������� 
���'� ��� 
���-�� ��� "������ ����� �� β �� ������ ���� 
���#�

�� ��� � ��������� ��� "� �"������ ��

1− dB
1− dB − η

< β 
�����

����� �� � ���.�� ���������� ��� β ���� ��� ���������� �� ��$��� �� ��� $���$�$ �����

��	����

��� ������	
��� �� 
� ��� 	�� ��� ���
������

/� ������� ��-� ��� ��0����� ���������� ���������� ���� ��������� ��� ��������� �� +)* ���

))*� ����������� � �� ��$"��� ��� ��� ������������ � ��������	 ��	�����$ �� ��&����� "����

�� ��� ������� ������� �� ��� � ���$ ��� ��� "������ ��������� "������ ��� ��� $���� ��
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�� �	��� ��� �
� ���� ! ���
 ��� ��
������ 	� ������	
 	
 ��� ���
���� ��	
� ������
 ���

�
� ���! ��� ��"	��� ��#�� �� ��� 	
��� �����
� iinmax ! 	� 	��
 ��

iinmax =
vidBTs

L
����� 

����� dB 	� ��� ���� ���#� �� ��� ���
���� ��	
� ������
 ��� �
� ���� $�	#	%	
 iinmax !

��� ������ ��#�� �� ��� 	
��� �����
� iinB 	
 ��� ���
���� ���� 	� 	��
 ��

iinB =
vidBTs

2L
· ����& 

�	��� ���' (
��� �����
� �� ������� ���
�����

(
 ��� ������ �����! vi = voB (1− dB) �
� ioB = iinB (1− dB)! ����� ioB �
� voB ��� ���

������ ��#��� �� ������ �����
� �
� ��#��� 	
 ��� ���
���� ����! �������	��#�� )��������!

��� ������ ��#�� �� ��� ������ �����
� 	� 	��
 ��

ioB =
voBdB(1− dB)

2Ts

2L
. ����* 

+�� ��	
 R =
voB
ioB

! ��� ���
���� ���� ���� ���#� ��
 �� ����	
�� �� ��#�	
 ���

��##��	
 ��
����	
�� �,���	�


dB(1− dB)
2 =

2L

RTs
, 0 < dB < 1. ����� 

-,���	�
 ����� 	� ��	#	%�� 	
 ��� ���	
 �� ��� ��	���	
 ������� )� ��	� �
�! #�� �� ���

��� ��##��	
 #	
���	%�� �����"	���	�


dB(1− dB)
2 ≈ −0.264dB + 0.25 ����. 
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����� ���������� ���� ��	�� 	���� ��� �	��� ������� ������� �� �����

���	�� ��� ��
�������� ��� ��	��� �� ���� ������
�����  	�����	���� !���"# ���� !����#$

�� 	���� ����	�� ��
�����$ ��� ��	� �� ��	���� �	�� �����$ dB$ �� �� ��������

���	�� ���% &������
���� �� ��� ��	���� �	�� ������

'��� ���$ (����� ������ ��� � �)��� �� ��� ��	��� �� ��� ��������� �	������ *	�� �

��� ��	���� ������� ��� �� +��$ ����� �� �� 
���
�,�� �� ����� �� ��
�	������

��
������� �� ��� �����
 �� ������� ��� ������
���� �� !���"#� &� ��� �� ��� ���	�� ���

��������� ��� ������� �����
 �� �� 
���
�,� ��� ��
�	������ ��
�������  ��
��� �����-

�
���� �� ���� �������� !(��� ����� ������
��#. ����	��$ �� ��������� � ����� � ���

��	���� ������ /������$ ��� ��������� ��� ��	���$ ��� ��������� 0	���� ������
����

�� �� 	��� � ����$ ����� �������� ��� 
�� ����� �� %50� ����� ����	
 �� ��� ���������

�� ��� ������� � ��������	 �� ��� ������	� ����	
 ��	���	� �� ����	������� �	 ��
��� ����

dB(1− dB)
2 ≈ 0.1387 exp−(dB − 0.4075

0.3197
)2 ������

 ��	
 ��� !��	���� ���� ���� ��� "���� �� ������ "����
� �� 
�"�	 !�

voB =
vi

1− dB
. ���#$�
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������������ ����� ��� ������ ����� ������� ������� �� ��� ����� �������� ������� �����

��� ����� ������� ��� �� �������� �� �  ��!����� �� ��� ������� ����� ������� ��� ����

����������
 "����� ��� �������� ����� �� ��� ����� ������� ��� �� �������� ����� �� ���

���� ���������� ��� #	
$%& �� �����!�

ioB =
voB
R

. #	
$'&

(�������� #	
	�&)#	
$'&� ��� �����!��� ����� ��� ��� ������� ����� ������� �� ������ ��

**+ �� ��������

iomin ≈
vi

0.053R+ 7.5758L
Ts

. #	
$,&

-���� ��� ���������� �!������� ������ �� �������� �� �����!�
 .� ��������� ��� ���������

������ �� ���� ������� ��� ���� ����������� �� ��� ������� ���� ������� �� ���� ���� iomin ��

#	
$,&� ��� **+ ���������� �� ��������/ �����!���� ��� 0*+ ���������� �� ��������
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	��� 	�� ���	 ����
 �� 	�� ����
 �� 	�� 

	�� ��
 �	������ 	� 
	�� 	�� 

	�� ���

�������	 �����
 �� u∗ ��� β� �
 
���� �� �� ��� ���� ! ������
�� β� 	�� ����
 ���� 	� 	��

���	"���� ������ ����� �����
� �� 	�� ��������� �� 	�� ����	 ������	 �� 	�� �����
������ 

����	���
���� ����� #��$%&� ��� ��
	����� �� �� ��� ����� ���� u∗ = 0.05� � ����� �� β = 1.02 �


��'����� ��� �����	��� ��	���� 	�� ���"������� ��� ������� ���
� �������� (�������

β = 1.3 ���� u∗ = 0.25� !�
�� �� 	�� ��
��

��� �� 
��	��� ��$� 	�� ����� �� β 
����� ��

���
�� ��� � ���� � 	� ����� ������� 	�� ���"������� ���
� �� ��� �� ����� 	� ����	���

��	����� 
	�����	 �� 	�� 
	�	�
�

����� ���) !��
	 ������	�� ������	 ������	��
�

��������� ���	�

����	 ���	� �� vi 2*

�����	����� L 0.1�(

+��� 100Ω

,�	��	 ������	���� 200μ�

-��	���� ���'���� 10.(�

�� 	�� ��/	 
	��� 	�� ���	������ ��
 
�����	�� �
�� 	�� -��0���� -
	��
 ������/ ��

	�� 12�+2!3-������. ����������	� �� ��� ��4 �����
	��	�
 	�� ��
��	
 �� 	�� ���	������

��������	�	��� ��� 	�� ������	�� �����	�� �� 561� �� ��� ��4� ����
	��	�
 	�� ���	������

����������� ��� 	� �� �����	 ���� � �� 	�� ��
���� ��	��	 ������	� ����� � 
	�� ���� � ����

0.15A 	� 0.3A �	 t = 0.1s� �� ��� ��4� 
���
 	�� ��
��	
 ��� 	� �� ��
	��	�����
 ���� � ��

	�� ����	 ���	� � �	 t = 0.1s� ���
� ��� �	��� 
������ 	�
	
 �����
	��	� 	�� ����
	��

 ��

�����
�� ���	������ ��� �	
 �����	 	� '���.� 	���. � ��
���� ��	��	 ������	 ����� �������� 


���� �����
 �� 561 �����	���� �� ���	������� 	�� 
�		��� 	��� �� 	�� �����
�� ���	������

��� 561 �����	���� �
 ��

 	��� 3ms �� ��
���
� 	� 50% �����	���
 �� 	�� ��
���� ������	 ��

����	 ���	� � ������	��
�

��� ��
��	
 �� 	�� 661 ���	������ ������	� 	��	� �
 ��� �
 	�� ����� �� β ��
���
 ���"

���� ���
� �����	���
� 	�� ���	������ �
 ���� 	� 
	������� 	�� 

	�� ��� 	���. 	�� ��
����

��	��	� -������ 	� 561 �����	���� 	�� ����������� �� 	�� ���	������ ��
 	�
	�� �� ��
���
�

	� 
����� ���� �
 �� 	�� �����	�� �����	���
 ���� β = 1.25� �� 	�� ��
	 	�
	� 	�� ��
����
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������ 	
�� �� ���� � ������ ���� �� �������� ������ � β� ��� u∗ = 0.05� ��� u∗ = 0.25
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������ 	
�� ����� ������� �� ��� �� �������� �� � ������ ������ �� ��� ������� ������
������� �������� �������� � �� ������� �������� ��� ���  ���� !�"����


������ ������� ����� �� 50% �# ��� ������" !�"��
  � ��� ������ ����� ��� ����� !�"���� ��$

������� ������"% �� 1.5 ��&�� �# ��� ������" !�"��
 ������ 	
� ��&��������� ��� ����"�� �# ���

������""�� '���� �"���"% ���' ���� ��� ����� ���!����� �� (��� '��� � ��"���!�"% ���� �����

��� �������%
 )�� ����"��� ��&� #�� ��� �������� ������""�� �� ��� ��������� �� "��� ����

*+ &�""�������� #�� ������ 50% ������ �� ������� ������ ������� �� ����� !�"����� '���� ��

��&�����"� �� ����� ��������� ������""��� �� ,�-.$,�/.


 � ��� 0��" ���� �# ��&�"������ � �%���� �"������& '�� ������ �% ����������� ��� ���

��� ��� ������""��� #�� ����"����� ��� ������� ������ �������
 ������ 	
*+ ��&��������� ���

���#��&���� �# ��� �%���� ������""��
  � ���� 0����� �� '�"" �� �� ������ 	
�� �� �!�������

����!��� �� �����!�� #�� ��������� �� ���
 1� ������ 	
� �""��������� ��� �%���& ��� �

��&����� ���� �# ��&�"�2 ���3����� ��"�� '���� ����"�� �� ��� �!������� ����!���
 )���

����!��� �� �"�� �����!��"� �� ��� �2����&����" ����"�� �������� �� ���
 *-
 )�� ���!� �����

�������� ���� ��� �'������� ������""�� �� ��"� �� ����4 ��� ������� ������ ������� '��� �

��������"� ���#��&���� ������"��� �# ��� &��� �# ���������


)� �2����&����""% !���#% ��� �5����!����� �# ��� �������� ������""��� ��� ������" �%���&

'�� �&�"�&����� ����� � �671�8 �%���& ��67**+-�
 )�� ������""�� '�� ���"� �� ���

���"��96�&�"��4 ��!����&��� '��� ��� � ���� ��������� ����� ��� :��"$)�&� ;��4����

)��"��2
 )�� ����&����� �# ��� �&�"�&����� ����� ���!����� ������� '��� ������ ��&�"�� ��

��� ���� �� )��"� 	
*
 1 !�"�� �# η = 86% '�� ���"�(�� ����� �� �5$"��� &������&���� ����� ��
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������ 	
#�� ������� ��� �����" ������ �������� ����� ��� ��$�������� �"������$




������� �	 
�� ��� �����
� �
��� �
 � ��� �
������ ��

��� �����	
���� � �����	�� 10 �	������ 	���� �������� 	� ��� ������	�� ����� �� ��� ���������

��� 
�����	�� 	���� ��� ������ ����������������� ��� ��������	�� ��� ����������	�� �����

������� ��� ����� ���	������ 0.1Ω ��� 0.5Ω� ���� ���� �� 
������ 	���� ��� ������ ��������

�� ��� ���������� �������	����� ��� ��� !" �����
 ���� 	� ��� �����	
���� ��� ��  �#

�������	�� ����� �� �$$�� ��	�� 	� ����	�	�� ��
����� �� ��� ������� ���� ���	���  ���� ���

�%& �	���� ������ ��� �	������ ��������� ��	�� ��� ��� !" �����
' ������ �� #� ���

���� 	� ��� �����	
�����

(������	�� ��� ��	���	�� ���)����� �	�� ������ 	� �������	�� ��� �	����� 	� ��� ��������

*������� 	������	�� ��� ��	���	�� ���)����� ��� � ��
����� � ����� 	����� ���� ��	��

��� ������	�� �����	)��� ��	� 	� ��� �� ��� ���� ���� ��� ���������� ��� �� ����� ��� �������

	� ��� ������� �������
 �� � 
��� �	���� ���� ���� ��� 	���� �������
' ������ ��)�	�	��

� �����	���� �	�� ��
��	�� ���)������ #�� �� ��� �	
	���	�� �� ��� ����+�	
� ���	���
���

���� 	� ��� ����� ,��� !" �����
 #����$-.� ��� ��	���	�� ���)����� ��� ��� �� �$ /*0�

*������� 	������	�� ��� ��	���	�� ���)����� 	� ����	�� 	� � ������ ����+�	
� ���	���
��� 	�

��	�	0���

(� ��� 1��� ����� ��� #!& ��� !!& ����������� ���� ������ 	��	�	������� �	�� ����

������� 	� ��� 	���� �������� 2	���� 3��� ����� ��� ������ ������� �� ��� ���� ����������

(� ��� ������ � 30% 	������� ��� �������� ��� ����	�� �� ��� 	���� ������� �� ��� �	������

�	
��� ��	� ���� ��
��������� ��� �	�	�� �� ��� ���������� �� ��
������� ��� ������ 	����

���	��	���� ��	�� ����/	�� � ���	��� ������ �������� ��� ����������� ����� �� ��� ����������

	� ��� ����� 	� ���� $�4 ��������

�� ��
�������� ��� ��������� �� ��� ������ ��+��1�	�	�� ��������� 2	���� 3��4 	����������

��� ������� 	����� 	���� ���� ������ ��� ��� ������ �������� ��	�	0	�� ��� ������/ �	����	0��	��

���������� �	����� ��	�� ��� ������ ����1�	�	�� �����	)��� �	��� ��� �����
 	� 5&�� ���

������+���� �����
 �	�� � ������� �� ���� � ��� ������� 	���� 	� 2	���� 3��4�� 2������
����

� ��	�	0	�� ,3�36. ��� �%& ���� ����� 	� �	
	��� �� �78 �� ������ ������	�� 	� !!&� *�����

��� ������ ������� �	�� ��� ���
� �������� ��� �	�� � �	
	��� �� ��� ������� �����

������ !!& ��� #!&� ��� ����� �� ���	
��	�� ��� ���	��� ������ �� 	� ,3�-4.� 	� �����

	� 2	���� 3��-� (� ��	� �����	
���� ��� ����� �� ��� ������ ���
 �� ,3�-4.� 	���� ��� ���	
����

���	��� 	���� �������� ��� ������� �� 80% �� 	�� ������ ��	�� ��� ���	��� ������ �������

��
�	��� ��������� (� ��	� ����� ��� ������/ ���������� ��� ��	�� ������� ��� �����
 ���

���	� 	����	�	��' �������� ��� ������ ����� ����� 	� 	���������

(� ��� ���� �����	
���� ��� ���	� ���������� ��� 	
���
����� ��� ������ � �����	��
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���

������ 	
��� ����� ������� �� ��� ��������� �� ��� �������� �� 30% ������������� ������

�� ����� �������
 ��� ���� ��� ���
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������ 	
�� ���������������� ����� ���� ��� ����� ��� ������ ������������ ���������  �!

"������ �����  ���# �#���!$  �! %����� �������


��� ���

������ 	
�� &���� �' �������� ��� ������� ��������� ������ �� ��� �����# ����� �����  �!

"������ �����  ���# �#���!$  �! ������ �������
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���� ��� ������ �	��� ��	� ��� �	 ��� ��� ���� ���� �	 ��� 	������	�� ��� ���
���

��� ��	�� �� ��
�� ���� ����� �������� ���� ��� �������� �	���	���� ��� !
����� ����� ���

��������� 	
��
� �
����� ��������� 	� ��� �	��
���	� �	�� 	� ��� �	��������

��
�� ����" #
��
� �
����� 	� ��� �	������� 
��� ��� �������� �	���	���� $������� �
�����"

% % ����
�� �
�����" &'�

��� �����	
���

(� ���� ������� � �	������� �	��� 	� � �		�� �	������� ��� ��������� 
��� ��� ����
��

������� ����	� �	� ��� ��� ��� 	������	�� ��� ������ ����	� ��� 
����)�� �
� �	 ���

������ ���
���� ���� �	������ �	 �����*����� ������� �	����� +���� 	� ��� �	�������

�	���� ��	 �	���	����� ���� ������� �	 ����� � ������� 	
��
� �	�� �
������ ��� ��	�	���

�	���	� ������ �� ����� 	� � �	�������	� 	� ��� �������� �������)���	� ����	� ��� ���

�	����� 	� 	
��
� ��*��,����	� �	 	����	�� ��� �	�*�����
� ����� �������������� 	� ���

�		�� �	�������� ��� ��� ��� ��� �	���	����� ���� �
����� ����� �	 �	�� � ������
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��� ����� ��	
� ���
 �������

��� ������	�
�� ��������� ����� ��������� ��������� � ��� ���� � ��������
��� � �����

���� �� � 
������ ��
� ������� Q1� Q2� 
�� Q3 
�� ���������� �� ua� ub� 
�� uc� ���	��������

��� �����  �������� Q4 − Q6 
�� ������� ��� ��� ������ ���
��� �� ����� ������ !

����� Qj � "#� ����� Qj+3 ��� �� "��� 
�� ��� ����
� ����� j ∈ {1, 2, 3}� $
��� ��

��� ��������� ��
�� �! �
�� ������ ��� ����� �
� �
�� ���� �%����� ������ &�
��'��

�%����� ����� ��
���� �� �� ����� ��� 
�
����
� ����� �! ��� ����� 
� !�������

�� Q1 − Q3 ��� ���� �! Q1 − Q3 
�� "��� ��� ����� � �	��
��� 
� � ����� ��(
�

)��'�� *�����%+� ����� �
��� ��� ���
��� �! ��� ����� � ��� ���� �! �	��
��� 
��


� !������ ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

dia
dt = 1

3L(2va − vb − vc)
dib
dt = 1

3L(−va + 2vb − vc)
dic
dt = 1

3L(−va − vb + 2vc)

,���-

����� ip 
�� vp 
�� ��� 	�
�� ������� 
�� ����
��� ���	�������� � ���� p ∈ {a, b, c}� 
��
L � ��� 	�
�� �����
���� �� ��� ����� �� 
����� ��
� ��� 	�
�� �����
���� 
�� �.�
� ��

�
�� ������

�! Q1 − Q3 
�� "#� ��� ����� � ��� �
�� 
� ����� ��(
 ��� ��� �%������ ��
� ���

��������� ������� 
�� � ��� �		�� �
�!� 
�� ������������� ������� 
�� � ��� ����� �
�!

�! ��� ������ �����!���� ���
��� �! ��� ������ ��� �� ��� �
�� 
� ,���-�

�� Q1 �	
 Q2 ��� ���� Q3 � ��� ����� ��(� ��������
��� ��� ����� ���/���
��� �

��� ���� �! �	��
���� )��� ��� *�����%+� ����� �
��� ���
��� �! ��� ����� � ���

���� 
�� �0	������ 
� ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

dia
dt = 1

3L(2va − vb − vc) +
1
3VB

dib
dt = 1

3L(−va + 2vb − vc) +
1
3VB

dic
dt = 1

3L(−va − vb + 2vc)− 2
3VB

,��(-

����� VB ���
��� ��� �
����� ����
��� ��� ����� !���
�� ����
�� �
� ���� ��������� !��

������� 1��
� �� ,��(-� ��� �
� �
��� ����� ��� ����� �! ��� ����� ���� ����� Q1 ��

Q2 
�� "# 
�� ��� ����� ������� 
�� "���

�� Q1 � ���� Q2 �	
 Q3 ��� ��� ��� �
�� ����� �! �	��
��� ��� �� ��� ���� ���

��� ������� � "# ���� 
�� ��� ����� � "�� ����� 2�� �� 
����� ��
� Q1 � "���

���� Q2 
�� Q3 
�� "#� 
� ���� � ����� ��(�� 3��
��� �! ��� ����� � ��� ���� �
�



������� �	 
������ �������� �� ������������ ��������� ��

������ �	
� ��������� ���������� ����� ��������� ������ ����� ����������� ������� ����

�����	

�� �������� �� ⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

dia
dt = 1

3L(2va − vb − vc) +
2
3VB

dib
dt = 1

3L(−va + 2vb − vc)− 1
3VB

dic
dt = 1

3L(−va − vb + 2vc)− 1
3VB

��	��

�� ����������� �������� � �� ������� �������� �� ��	
�! ��	"�! ��� ��	��! ������������!

��� ��� ������ �� ������� �������� � �� ��������� ����� ��������� ��  ����#�⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

dia
dt = 1

3L(2va − vb − vc)− VB
6L (2ua − ub − uc)

dib
dt = 1

3L(−va + 2vb − vc)− VB
6L (−ua + 2ub − uc)

dic
dt = 1

3L(−va − vb + 2vc)− VB
6L (−ua − ub + 2uc)

��	$�

#��� ua! ub! ��� uc ��� ��%� ������  ��� �� ��� {−1, 1} �−1 ������������ �� &�� �����!

#��� 1 ������������ �� &' ������	

�� ��(���� i = [ia, ib, ic]
T ! v = [va, vb, vc]

T ! u = [ua, ub, uc]
T ! ���

B =

⎡
⎢⎢⎢⎣

2 −1 −1
−1 2 −1
−1 −1 2

⎤
⎥⎥⎥⎦ ��	��
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���

������ 	
�� �������� ����� �� ��� ����������� ����� ��������� ���� ��� ��� �������� ���

�� ��� ��� �������� ��� �� ��� ��� ������ �� ! ��� ��� ������ �� �� ��� ���

�������� ��� !




������� �	 
������ �������� �� ������������ ��������� ��

��� ����	
	�	
�� 
� ���� 	�� ������
�� ���	�� ����� �� 	�� �
���
	 ��� �� ��	�
��� �����

di

dt
=

1

3L
Bv − VB

6L
Bu. ����

��	� 	��	 
� 	�� ������� �!�	�� 	�� ���	��� ���	�� v 
� ���� ��� �� ��"����� �! 
	� �����

���� ����!#
�� 	�� 
�"�	 ���	��� �������� ����� �� 	�� ����	
�� "��
	
�� �� ����� �� 	��

����	�
� ����
��� $�
� ����	
����
" �
�� �� ���	��� �	
�
#�� 	� ���
�� 	�� ���	��� �	��	��! ���

���	����
�� 	�� "���� ������	� �� 	�� ����	 "���� �	����

��� �����	
 ���� �� � �������	�� ������ �����
�� �� �

�	���� ��������� ������ ��
�	��

% �
���� ������&��&������� ���"���
�� �!�	�� 
� ����� 
� '
���� �(� )�	
�� �*��	
��� ��

	�
� �!�	�� ��� ��	�
��� �! ���	��+� ������ ��� �� �������

mẍ1 = k(x2 − x1) + c(ẋ2 − ẋ1) ��,�

����� k c ��� m ��� 	�� �"�
�� ���-�
��	 ���"
�� ���-�
��	 ��� ���� ���"��	
���!�

$�� ���� 
� ������� 	� �� �
���	�! ������	�� 	� 	
�� ��� ����� .���� x2 
� �
���	
�� �����

�� 	�� ���� "��/�� ��������

$� 
�"�����	 	�� �0!���0 ���
&��	
�� ���"���
�� �!�	�� 	�� ���"�� 
� '
���� �( 
�

��"����� �
	� � 	����&"���� �
���� "�������	 �����	 �!��������� ����
�� �� 	�� ���"
��

���-�
��	 ��� �� ���	������ 
� ���� 	
��� $�
� ����
�� ������� 	�� �����! 	������� ����

������
��� �
���� �
���	
��� 
�	� 	�� �����! �	���� 
� 	�� ��		��! ��
�� �����	� 
� ���"��

�
���	
���� $�� ����
�� ����
�	� �� 	�� "��	� 
�����
�� � ��
��� �
	� � "�������	 �����	 

��� � �	�	�� �
	� 	����&"���� �
��
���� $�� ����	
�� ��	
�� �� 	���� 	�� "��	� �����	� 
�

������	
�� �� ���	��� ������ �	�	�� �
��
���� 1� 	�� ������
�� � ����� �� 	�� ��������	
����

����
�� 
� "�����	�� 	� �����
�� 	�� ����	
����
" ��	���� 	�� ����	
�� ��	
�� �� 	�� ��
���

��� 	�� ��	"�	 ���	�����

2���� �� ��3�� ��� �! �������	
�� 	�� �����	
� 4�5 ����
	! 
� 	�� ����
�� 	�� ���	���


������ 
� ���� "���� �! 	�� �
���� ��	
�� �� ��
��� 
� �����
��� �� �������

va = ke cos
(π
τ
(x1 − x2)

)
(ẋ1 − ẋ2)

vb = ke cos

(
π

τ
(x1 − x2)− 2π

3

)
(ẋ1 − ẋ2)

vc = ke cos

(
π

τ
(x1 − x2) +

2π

3

)
(ẋ1 − ẋ2) ��6�



������� �	 
������ �������� �� ������������ ��������� ��

����� ke ��	 τ ��� 
�� ������ ����
��
 ��	 ���� �
��� ������
���� ������ �� ������ 
��

�	���	 ���
� �� ��� !� ����

�� �� ���
����
�� �" 
�� �� ��
� #��	 ����
�	 ���$���


��	 ����
�� ����	 �" !��� ��	 ���� �!��
��� ��

vp = kpẋΔ �����

����� p ∈ {a, b, c}� ��	 kp = ke cos
(
π
τ xΔ + φp

)
� �� 
�� ��

�� ����
������ φp 	���
�� 
��

����� ��"
 � ���� ������ ���� � �%��� 
� 0� −2π
3 � ��	 2π

3 � "�� ������ a� b� ��	 c� ������
�����

&���� xΔ 	���
�� 
�� ����
�� 	���������
 �" 
�� ���� ��	 !�	�� ���� x1 − x2�

' ��� ��() & �� �� 	� ���*�"*"���	�� ��������� ���
���

+�� 
�
�� 
����
 "���� �" 
�� ������ � ������
���� 
� 
�� �� ��
� #��	 ��	 
�� �����

������
� �,�� ��	 ��� !� 	����!�	 �� 
�� ��� �" "����� ���	���	 !� ���� ����� ��

fthrust =
∑

p∈{a,b,c}
kpip. ������

+�� ����
����� !�
���� 
�� 
����
 "���� ��	 
�� ����� ������
� ��� !� "��
��� �
�-�	 
�

	�� � � ���
��� �
��
� � 
� ����	� 
�� 	���� "���� ���	�	 "�� ���*��
�� ����������

+� 	�� � 
�� ��������� ���
�� ��� 
�� �.����. ��������� 
�� 	����� ���$���


�����	 !� 	�#��	 �� �����

csky =

{
cs

v1
v12

v1v12 > 0

0 v1v12 < 0
������



������� �	 
������ �������� �� ������������ ��������� ��

����� cs �� 	�� 
���	�	 ���� �� ������ v1 �� 	�� ������ �� v12 �� 	�� ���	��� ����� ��

	�� ��� �� ���� �	������� 	�� ����� 
���
���	� 	�� ������ ���
� �� 	�� ����������

���	�� �� ���
����� � fdamping = cskyv12� ���
� 
� �� �����
�� �� 
��	������� fthrust ����

���� !� "��������� �� 
��	������� 	�� ���� 
�����	� �� 	�� �
����� ��� �� ��� 	� 
��	���

	�� �����	�� ���
�� ���
� �����	� �� 
��	������� 	�� ������ ���
� �� 	�� ���������� ���	���

"�� ����� �� 
��	������� 	�� ���� 
�����	� �� 	�� ����� �
���� �� �������� �� 	�� ��#	

��
	����

��� ������		
� �
��� �����
�� ��� ��
�� �	
���� �����


"�� 
��	��� ������� �� 	��� ���$ �� 	� �������  
��	������� �����	��� ������� 
���� 	��

����	 	������� �� 	�� 
�����	��� %	 
� �� ���� �� 
��	������� 	�� ���	
���� �		��� ��

	�� ���	
��� �� 	�� ������ 
��
��	 
	� ��$� 	�� 
��
��	 ����� �� &����� ��'� (� ���������

 
��	������� �����	��� ������� ����� 	�� ����	 
�����	��� 	�� ��	��	 
�����	 �� 	�� �����

�������	 ����	 �
���� ���� �� 
��	������) ���
�� 	�� ������ ���
� ���� �� 
��	������

���� �� ���� !� *������ 	�� 
��
��	 �� &��� ��' �� ������ �����	� �� �����!� "���������

	�� 
��	��� ��� 
� �� ����+��� � �����	��� 	�� ����	 
�����	� �� 	�� 
�����	�� �����


�����	�! 	� ������ ������� 
�����	�� � �������⎡
⎢⎢⎢⎣
ia

ib

ic

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

1

R

⎡
⎢⎢⎢⎣
va

vb

vc

⎤
⎥⎥⎥⎦ �����!

�����

R =
1

R1R2 +R2R3 +R3R1

⎡
⎢⎢⎢⎣

2(R2 +R3) R2 R3

R1 2(R1 +R3) R3

−(R1 + 2R2 + 2R3) −(2R1 +R2 + 2R3) −2R3

⎤
⎥⎥⎥⎦ . ����,!

-���������� 	�� ����
	��� �� 	��� 
��	������ �� � 
	��� ���������� ���	��� 	�� ����

�� �����	�
�� Ri, i = 1, 2, 3 �� ������ 	� �� �.�� 	� R� (��� �� 	��� �����	��� �� �

	�� ����	 ���	�� ����
�� ��� 120 ������� ���� ��/����
�� 	�� +�� 
�����	� 
� �� ������


�
��	�� ���� �� ip =
1
Rvp� p ∈ {a, b, c}�

"� ������ 	�� 
��	������� � ����� �� ��
��	��������	� ���  ��	 �� 
��	��� ������ up� �#��	��

*�������	� �� 	�� ��� �	��# B ������ �� ���� �� 
��	��������	� �� 	�� ���	�� �� 
��� �����



������� �	 
������ �������� �� ������������ ��������� ��

������ 	
�� ���� ����� ��������� �������


u = [1, 1, 1]T ��� u = [−1,−1,−1]T 
 �� ����� ���������� ���� ������ ��� ����� ����� ��

���� ���� �������� ��� ���������� ������ �� ����� �� ��� ���������� �� �������� ����� ������

�� ������  !!�"


�� ������� ������� ��� ��� ���������� �� ������ ����� �� ��� ����#��� ����� �� �������

σp = ip − idesp $	
!�%

����� p ∈ {a, b, c} ��� ides ������� ��� ������� ������� ������
 &���� �� ��� ��������� ��

$	
!�%� ��������� ��� �'���� �� ����� σi = 0 �� �(�������� �� ��� ����������� �� ��� ������ ��

)���


� ����������� ��� ��������' �� ��� ���������� �� ������� ����� *'������ ����'��� ��� ��

����
 *�� �� ������ ��� *'������ �������� V = 1
2σ

Tσ
 ��������� ��� ���������� �� �������

��

V̇ = σT σ̇ = σT

(
1

3L
Bv − VB

6L
Bu− 1

R
v̇

)
. $	
!	%

�� ���� �� ��� *'������ ����'��� �� �������� ������� ������ u ���� ���� V̇ < 0
 +� �����



������� �	 
������ �������� �� ������������ ��������� ��

�� �� ��� �	� 
� �	��	

ψp =

(
keẋΔ
L

− keẍΔ
R

)
cos
(π
τ
xΔ + φp

)
+

VB

6L

∑
k

uk

+ (
keπ

Rτ
ẋ2Δ) sin

(π
τ
xΔ + φp

)
�����

��	�	 p, k ∈ {a, b, c}� ��� φp� ��	 �	��	� �� φa = 0� φb =
−2π
3 � ��� φc =

2π
3 �

����� ����� ��	 ��� �	�����	 ����� ��

V̇ =
∑
p

σpψp − VB

2L

∑
p

σpup. �����

��	 ���	� �	���������� ��� �	 
���� 	� �� �	��!	 ��	 	"���	��	 ��������� �# ��	 �������

$��	� %���&�

V̇ ≤
∑
p

|σp| |ψp| − VB

2L

∑
p

|σp|upsign(σp)

≤ ψ̄
∑
p

|σp| − VB

2L

∑
p

|σp|

≤ −
(
VB

2L
− ψ̄

)√∑
p

σ2
p = −

(
VB

2L
− ψ̄

)√
σTσ

= −
(
VB

2L
− ψ̄

)√
2V ���'�

��	�	 ��	 ������� ������ up �� �	��	� �� sign(σp) ��� ψ̄ �� �	��	� �� max(ψ̄p)� (���� ψ̄p ��

��	 $�"�$
$ !��
	 �# ψp� )��	� ��

a cosx+ b sinx =
√

a2 + b2 cos

(
x− tan−1

b

a

)
, �����

��	 !��
	 �# ψ̄ ��� �	 ������	� ��

ψ̄ =
VB

6L
+

√(
keπ

Rτ
ẋ2Δ

)2

+

(
keẋΔ
L

− keẍΔ
R

)2

. ��*+�

)��	� �� ��	 ,-��
��! ��	��	$� ��	 	"���	��	 ��������� �# ��	 ������� $��	 �� ��!	� ��

VB

2L
− ψ̄ > 0. ��*��

����� ��� ��*+� �� ��*��� ��	 #�������� ��	.
����- ���
�� 	"���� �	��		� ��	 ���
� !�����	

�$����
�	�� ��	 �	���	� �	�������	�� ��� ��	 ����
�� ����$	�	��� �� ��	 ������� $��	 ��������	�



������� �	 
������ �������� �� ������������ ��������� ��

��� ���	
�� �
�� �
�� ���	������� �� σ �� ���� ������√(
keπ

Rτ
ẋ2Δ

)2

+

(
keẋΔ
L

− keẍΔ
R

)2

<
VB

3L
. ������

��� 	���� �� L 
� �����
	��� ����� ��� 
� ẋΔ 
� ����� ������ ������ ��� !� �
���
��

�� 3keẋΔ < VB� ���� !���� �� ��� "��#����� �!��� ��� ������ �� ��� 
���� ������
�� �

������ !������ �
�� 
� �����
!�� �� ������ ��� �$
������ ����
�
�� �� ��� ��
�
�� �����

��� �����	
��� ����
� ��� 	 ����	� ����
��� �	�����

�� 	��
�� ��� ����������� �� ��� ���������� 
� ����
�� ��% ��� ��� ����
�� ������ !����

�� �"����" ������ � &
���
�" ����� �� ��� ���	����� ����� #
�� ��� �������� ��
�
��

���� ���������� #�� ��	������ ��
�� ��� &
�'�#��&������ ����!�$ 
� (����!)&
���
�"

��	
�������� *
���� ��� ����������� ��� �������
�� �� ��� ����!��" ������� ������� +����

���� ��� �������
�� ������ #�� �
������� ����� #
�� ��� �
���� ��������� ������ ����
��

��� ��� ��#�� ��������
�� �
���
�� ��� ������� �� ����� �#� �
�����
��� 
� �������� 
� ��
�

����
���

*
���� ���, *���!��" ������� ������ �������
���

����� ����	�

�	 ��	�	�����

��� ���������� �� ��� �
���
� ��� ���������� �
�����
�� ��� ���#� 
� ��!�� ���� ��� ������

#�� �
������� ��
�� �
����
��� 
���� 	������ ������� ��� �
-����� ����
�
����

.� ��� ��� ���� ��� ������ 
����� #��� ������ �� va = 12.5 sin (40πt) vb = 12.5sin(40πt−
2π
3 ) ��� vc = 12.5 sin (40πt+ 2π

3 ) #�
�� ��� ���
��� ���
������� #��� ������ �� !� �/��� ��

���� ����� ��� �/��� �� 2Ω� .� ��� ������ ���� ��� ���
��� ���
������� #��� ������ ��

R1 = 2Ω R2 = 1Ω ��� R3 = 0.5Ω �� ����������� ��� �-���
	����� �� ��� ���������� #���

��� ���
��� ���
������� ��� ��� �/��� �� ���� ������ *
���� ��0 ������������ ��� �����������
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���� �����

���� �	�����
� L(mH) 0.1

��������	 �
	�	����
 (Ω) 0.01

��	� ������ ���������� C(mF ) 0.2

���
�� ������
� VB(V ) 36

��������� ��
��
���� fs(kHz) 10
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������ 	
�� ��������� ������� ��� ��� ����������� ���������� �� ��� ���� ���� �������� �����
����� ��������� ��� ��� ���� ����� ��
 !���"� ���" ��� ��������� �� ��� ���������� �� ��������
�� ��� ������� �������# �� ���� ����


$���� 	
%� &��������� �������� ����������

��� va [R1, R2, R3]

1 6.25sin(40π) '%#(#)
	*

2 12.5sin(24π) '%#(#)
	*

3 12.5sin(24π) '(#%#(*
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�� 	�� ���������� ������ ��� !��
� ��������� ���� ������� ���
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 �� ��� 
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��� 
�
��� ���� ���
�� 	
 m = 86.4kg 	�� k = 7000N/m� ���
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 �� ��� 
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�
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 	 ������� �� ω
ωn

� ����� ω �
 ��� � ���	���� ���"���� 	�� ωn �
 ���

�	��	� ���"���� �� ��� 
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��� 
�
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 �� �
 ���
��	��� �� ���
 ����� ��� �����
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��� 
�
��� 	��
 !����� ��� ��� 	�� ���� ���"���� ��!�	����
� ��� ���

���"���� ��!�	����
� ��� ��	�
��

�!����� �
 ����� ��	� ��� �	

��� 
�
���� %��	����

 �� ���

�	�� �� ζ �� ��� ���� ���"���� �	���� ��� ��	�
��

�!����� ���� 	��	�
 �������� �� &����
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��� 
�
���� ��� �����	��� ������ ���� �	������ �



����� �� ��� !	������ �	���� ��	� �	
��� 	
 ��	� �� ��� �	����� 
�
����

��� ������	 
��� �� � �������� ��������� ����� ����

�	�� �� � ������ ������� 
���� 
�	���

��� 	���� �� ������ ��

��	��� �� 	 ����������	� 

���
��� 
�
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�
��� 	
 �����	��� !� '�(()� '�(*)� ����� �����
��	�� ��	� ��� ��

��	���
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 �� 	 �	
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������ ����������� ����� ����
� ����
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� ���	 ���	������ �� ��� ������ ����
	� ��
�
�
	� � ��������� ������� ��� �����
�	� � ���

�
	��� ���
�	� ������ ���
�	� �	� ��� ����� ����
	� � ��� ������ ��� �����
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	 '��()�

*	 '��() ��� ����� � ��		���
	� ���
����� �� ��� ������ ����
	��� � ��� ������ ����
	� 
�

�����
��� +���� �	 ��� �	����
�� ��� �����
�	 �����	 ��� �
	��� ����
	� ���$�
�	� � ���

������� �	� ��� ���
���	�� ������ 
� ��  ������

BL =
1.5× n2kt

2

ηtlηghηgc2(R+ r)
,"��-.

����� BL 
� ��� �
	��� ����
	� ���$�
�	�� n 
� ��� ��������� ���
�� kt 
� ��� ���/�� ��	���	�

� ��� ������ ����
	�� c 
� ��� �
	��� �� ������ ���
�	 ��	����
�	 ���
�� R �	� r ��� ���

�%���	�� �	� 
	���	�� ���
���	��� � ��� ������ ����
	�� �������
����� �	� ηtl� ηgh� �	� ηg ���

������� �����	
��� ��������� �	� ��	������ �$�
�	�
��� �������
�����

��
�
�
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���	 �
���	� ����� 	�� �	
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	�
��� 
�
�	 �� ��� �������� �
��� �� 	�� ��	
	���
� �� ����	 �! 	�� ��	��� 
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 ��	
�� �
 �!��� ���� �� ������ �� 	�� �	
	�� ���� "��#$� �����  ��	
��� 
�� �� �� ��

va = NΦω(t) cos (θ(t))

vb = NΦω(t) cos

(
θ(t)− 2π

3

)

vc = NΦω(t) cos

(
θ(t) +

2π

3

)
. %#���&

����� N �� 	�� ������ �! 	���� �� �
� �	
	�� ����� θ(t) �� 	�� ��	�� 
����
� ����	���� ����

�� 	������������	� 
�� Φ ��������	� 	�� '�( �
����� 	������ �
� ��� �� �� ��

Φ = 2rlCBM %#��#&

�� ���� lC ��������	� 	�� ����	� �! 	�� ����	�� �� 	�� �
���	� )���� BM �� 	�� �
(����

�
���	� '�( �����	�� 
�� r �� 	�� �
���� �! 	�� ����	��� *�	�� 
����
� ������ ����� ω(t)�


� 
��� �� ��)��� 
�

θ(t) =

∫ t

0
ωdt+ θ(0)→ ω(t) =

dθ(t)

dt
%#��+&

����� θ(t) �� 	�� 
����
� ����	��� �! ��	��� ���� ���� �� �
����� �
��� �� 	�� ��
� �����

	����
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	���� �! 	�� ����
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 ������ ������� ���� ��	��� 
�� )�� 	�� �(��	��� ����	���� �! 	�� �������

����� !�� 	�� 
�� �! ����	��� 	�� ����
�� ��	
�� �
���� 	� 	�� ����	�

�
��� �� %#���&� 
�� �� ��)���� ν(t) = Nφω(t) 
�� Cosθ = [cos (θ(t)), cos
(
θ(t)− 2π

3

)
,

cos
(
θ(t) + 2π

3

)
]T � ��� 
� ������	� %#�+& 
�

di

dt
=

1

3L
Bν(t)Cosθ − VB

6L
Bu. %#��-&

�� ��)���� �����
� ������� ���!
�� ��	��� ����
�� 
�� .�
���� !��	��� 
� ��!���� 	��

��	��� ��
� �� ������� 	�
	 	�� ��	��� ����
� �� ����� ��� 	�
	 V̇ < 0� �� �� ��� ��	 ��
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�����

ψp =

(
ν(t)

L
+

ν(t)ω̇(t)

R

)
sin (θ(t) + φp) +

VB

6L

∑
k

uk

− ν̇(t)

R
cos (θ(t) + φp) ��	
��

���� p, k ∈ {a, b, c}� ��� φp� ��� ������ �� φa = 0� φb =
−2π
3 � ��� φc =

2π
3 	

����� ��	
�� ��� ��� ������� ��	��� ��

V̇ =
∑
p

σpψp − VB

2L

∑
p

σpup ��	
��

���� �� ������� �� ��	���	 ��� ���� �� ��� ���� ������� ��� ��� ���� �� �� ������� �	!	 ���

���" ��#������ �� ��� $�� � �� ψ̄� ���� �� ���� ���� ��� %� �%������ ��

ψ̄ =
VB

6L
+

√(
ν(t)

L
+

ν(t)ω̇(t)

R

)2

+

(
ν̇(t)

R

)2

��	!��

&���� �� ��� '"�( ��$ �������� ��� �������� ���) ����" ��� �� �*���� %����� ��� ��( �

$������ ��(��� ���� ��� ������� ������������ ��� ��� ���� �� (���������� �� ��� ������� ����

���������� ��� (��$��� ����� ���� ���$������� �� σ �� +��� ,���-	√(
ν(t)

L
+

ν(t)ω̇(t)

R

)2

+

(
ν̇(t)

R

)2

<
VB

3L
. ��	!��

.���� ��� $�� � �� L ��  � ���" ������ ��� �� ω̇(t) �� ����� ��� ��� ��	!�� ��� %� ���(�����
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θ(t) = ae−
(t−b)2

2c2 #$�%(&
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�� �
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'	��� $�%, �	����	� ����
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��� a b c

1 2.5 0.05 0.01

2 0.6 0.1 0.003

3 2 0.17 0.02

4 −1 0.25 0.005

-���� #$�%(&� 
�� 	����	 ����� �� ����� ��

ω(t) =
dθ(t)

dt
= −at− b

c2
e−

(t−b)2

2c2 . #$�%%&

*� �
���.��� #$�%%& �� #$�(/&� 
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va = NΦ(−at− b

c2
e−

(t−b)2

2c2 ) cos

(
ae−

(t−b)2

2c2

)
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vb = NΦ(−at− b

c2
e−

(t−b)2

2c2 ) cos

(
ae−

(t−b)2

2c2 − 2π

3

)
,

vc = NΦ(−at− b

c2
e−

(t−b)2

2c2 ) cos

(
ae−

(t−b)2

2c2 +
2π

3

)
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