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s o l u t i o n s .  . T h e  f i r s t  p a i r  r e p r e s e n t s  SU(3) g e n e r a l i z a t i o n s  o f  

t h e  SU(2) s o l u t i o n s  k n o w n  i n  t h e  l i t e r a t u r e .  T h e  o t h e r - t w o  
d 

g r o u p s  a r e  u n i q u e  t o  SU(3) g a u g e  f i e l d s  a n d  h a v e  n o  SU(2) 

c o u n t e r p a r t s .  They w e r e  d i s c o v e r e d  d u r i n g  t h e  c o u r s e  o f  t h i , s  
+ 

w o r k .  
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Gauge t h e o r i e s  o f f e r ,  t h e  g r e a t e s t  p r o m i s e  f o r  

d e s c r i b i n g  t h e  e l e m e n t a r y  f o r c e s  i n  n a t u r e .  T h e  W e i n b e r g - S a l a m  

(W-S) m o d e l  ( W e i n b e r g  1 9 6 7 ,  S a l a m  1 9 6 8 )  ( o r  o f  

i t )  a n d  Quantum C r o m o d y n a m i c s  (QCD) ( s e e  f o r  e x a m p l e  M a r c i a n o  
C 

a n d  P a g e l s  1 9 7 8 )  a r e - t h e  - two e x z s t i n g  n o n - A b e l i a n  g a u g e  t h e o r i e s  

real  n o m e n o l o g i c a l  i m p o r t a n c e .  

The  W-S m o d e l  w h i c h  c o m b i n e s  t h e  weak  a n d  

e l e c t r o m a g n e t i c  i n t e r a c t i o n  t h r o u g h  t h e  u s e  o f  t h e  H i g g s  
1 * 

m e c h a n i s m  ( A b e r s  a n d  L e e  1 9 7 3 )  w a s  p r o p o s e d  a b o u t  t h i r t e e n  y e a r s  

a g o .  Q C D ,  t h e  r e n o r m a l i z a b l e  q u a n t u m  g a u g e  t h e o r y  o f  t h e  

u n b r o k e n  l o c a l  s y m m e t r y  g , r o u p  SU(3)  o f  c o l o u r ,  i s  w i d e l y  

b e l i e v e d  t o  b e  t h e  c o r r e c t  t h e o r y  o f  t h e  s t r o n g  i n t e r a c t i o n s .  

N o n - A b e l i a n  g a u g  t h e o r i e s  w e r e  i n t r o d u c e d  b y  Yang a n d  P 
! 

M i l l s  (Yang a n d  M i l l s  1 9 2 4 )  o v e r  t w e n t y - f i v e  y e a r s  a g o .  F o r  m o s t  

o f  t h i s  p e r i o d  i t  was  n o t  known w h L t h e r  a n y  0-f t h e  i n t e r a c t i o n s  

o b s e r v e d  i n  n a t u r e  c o u l d  b e  d e s c r i b e d  b y  a  n o n - A b e l i a n  g a u g e  

t h e o r y .  Q u a n t i z a t i o n  a n d  r e n o r m a l i z a b i l i t y  w e r e  t h e  c e n t r a l  

t o p i c  o f  r e s e a r c h .  

- I n  1 9 7 1  ' t  H o o f t  ( ' t  H o o f t  1 9 7 1 a ,  1 9 7 1 b )  p r o v e d  
I 

r a n u r m a l i z a b i l i t y  o f  t h e  Y a n g - M i l l s  ( f - M )  t h e o r y ,  a n d  a f t e r  t h a t  

o n e  h a d  c o n f i d e n c e  i n  Feynman ' d i a g r a m  c a l c 6 l a t i o n a l  t e c h n i q u e s .  
. 



T h e  d o o r  t o  t h e  q u a n t i t a t i v e  Y-M p h e n o m e n o l o g y  w a s  f i n a l l y  o p e n .  

T h e  -w-S m o d e l  . a n d  Q C D  c a n  b e  f o r m u l a t e d  i n  terms o f .  

F e y n m a n  p a t h  i n t e g r a l s  ( F e y n m a n  a n d  H i b b s  1 9 6 ~ 5 ,  P o p o v  1 9 7 7 1 ,  

f u n c t i o n a l  i n t e g r a l s  o v e r  a l l  c l a s s i c a l  f i e l d  
Z 

e 

c o n • ’  i g u r a t i o n s  w e i g h t e d  - b y  a  f a c t o r  e x p  ( - a c t i o n ) .  I f  o n e  knew 

e v e r y t h i n g  a b o u t  c l a s s i c a l  f i e l d  c o n f i g u r a t i o n s  t h e n  i n  

p r i n c i p l e  a l l  q u e s t i o n s  c o n c e r n i n g  t h e  q u a n t u m  t h e o r y  c o r l d  b e  

a n s w e r e d .  

P a r t i a l  i n f o r m a t i o n  a b o u t  c l a s s i c a l  f i e l d s  m i g h t  y i e l d  

a t  l e a s t  some  i n s i g h t  i n t o  t h e  q u a n t u m  t h e o r y .  T h i s  i s  t h e  b a s i c  -. 
h o p e  w h i c h  m o t i v a t e s  p r e s e n t  r e s e a r c ~ h  a c t i v i t y  i n  t h e  c l a s s i c a l  

I 

Y-M t h e o r y .  

I n  t h i s  w o r k  we w i l l  s t u d y  t h e  s o l u t i o n s  t o  t h e  

c l a s s i c a l  Y-M f i e l d  e q u a t i o n s  i n  t h e  p r e s e n c e  o f  s t a t i c  e x t e r n a l  

( n o n - d y n a m i c a l )  s o u r c e s .  ' T h e  p h y s i c a l ,  q u a n t u m - m e c h a n i c a l  

s i g n i f i ~ a n c e  o f  s u c h  s o l u t i o n s  h a s  n o t  t h u s  f a r  b e e n  a s  p r o f o u n d  

a s  t h a t  o f  s o l i t o n s ,  e . g .  m o n o p o l e s  w i t h  H i g g s - f i e l d  s o u r c e s  

( w h e r e  s o u r c e s  a r e  d y n a m i c a l )  ( '  t Hoof t 1 9 7 4 ,  P o l y a k o v  1 9 7 4 )  n o r  

a s  t h a t  o f  i n s t a n t o n s ,  ( w h e r e  s o u r c e s  a r e  a b s e n t  b u t  t h e  

e q u a t i o n s  a r e  c o n t i n u e d  t o  i m a g i n a r y ' t i m e  ( S c i u t o  1 9 7 7 ) ) .  

I n  t h e  A b e l i a n  c a s e ,  t h e  Cou lomb  f i e l d  i s  t h e  u n i q u e  

a n d  a b s o l u t e l y  s t a b l e  s o l u t i o n .  f o r  a n  a r b i t r a r y  n u m b e r  o f  

c h a r g e d  p a r t i c l e s  o f  g i v e n  p o s i t i o n .  T h i s  e s t a b . l i s h e s  t h e  

d o m i n a n t  r o l e  p l a y e d  b y  t h e  c l a s s i c a l  C o u l o m b  i n t e r a c t i o n  i n  t h e  

l o w - e n e r g y  r e g i m e  o f  b o t h  c l a s s i c a l  a n d  q u a n t u m  e l e c t r o d y n a m i c s .  



M a n d u l a  ( 1 9 7 6 )  s h o w e d  how t h q  A b e l i a n  s o l u t i o n  c o u l d  
?t 

b e  t r i v i a l l y '  t r a n s l a t e d  t o  t h e  Y-M. c a s e  ( S i k i v i e  a n d  W e i s s  

1 9 7 8 a ,  1 9 7 8 b ) .  C l a s s i c a l  s o u r c , e s  a r e  d e s c r i b e d  b y  a c h a r g e d  

v e c t o r  i n  a  g a u g e  % g r o u p  s p a c e ,  a n d  ' i f  a l l  t h e  s o u r c e s  a r e  a 

o r i e n t e d  i n  c o m m u t i n g  d i r e c t i o n s  i n  t h e  Y-M s p a c e  ( fox  e x a m p l e ,  

a l o n g  t h e  h3 a n d  Ag d i r e c t i o n s  f o r  t h e  SU(3) ' g a u g e  g r o u p ) ,  i t  

E 

i s  c o n s i s t e n t  t o  make  a n  A n s a t , ~  t h a t  - t h e  o n l y  n o n v a n i s h i n g  

c o m p o n e n t s  o f  t h e  Y-M f i e l d s  a r e  a l o n g  t h e s e  d i r e c t i o n s .  T h i s '  

A n s a t z  i m m e d i a t e l y  l i n e a r i z e s  t h e  f i e l d  e q u a t i o n s  a n d  r e d u c e s  

t h e m  t o ) %  s e t  o f  d e c o u p l e d  c o p i e s  o f  M a x w e l l ' s  e q u a t i o n s  i n  t h e  
b/-' 

p r e s e n c e  o f  e x t e r n a l  f i x e d  c h a r g e s .  

S i n c e  t h a t  t i m v r e  h a v e  a p p  e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e  -5 
s e v e r a l  p a p e r s  t h a t  g e n e r a l i z e  M a n d u l a ' s  s o l h o n  a n d  c o n s i d e r  a  

s t a b i l i t y  p r o b l e m  i n  t h e  Y-M s y s t e m  w i t h  ' e x t e r n a l  s o u r c e s  

( ~ a n d u l a  ' 1 9 7 7 ,  Magg 1 9 7 8 a ,  1 9 7 8 c ,  1 9 7 9 )  a s  w e l l  a s  a  t o t a l  

( c o l  d' Y - M )  c h a r g e  s c r e e n i n g  (Magg 19-78b,  C a h i l l  1 9 7 8 ) .  A 

. p a r t i c u l a r  s t r o n g  c o u p l i n g  g a u g e  t h e o r y ,  t h e  c o l o u r e d  

q u a r k - g l u o n  m o d e l  (QCD) i s  w i d e l y  f a v o b r e d  a s  a  t h e o r y  d f  s t r o n g  

i n t e r a c t i o n s ,  b e c a u s e  o f  i t s  s u c c e s s f u l  i n t e r p r e t a t i o n s  o f  

s c a t t e r i n g  d a t a  a n d  o f  h a d r o n  s p e c t r a .  T h e r e f o r e  t h e  q u e s t i o n s  

o f  s t a b i l i t y  a n d  c h a r g e  s c r e e n i n g  a r e  i m p o r t a n t  b e c a u s e  

c l a . s s i c a 1  s t a b i l i t y  i s  n e c e s s a r y  i f  t h e  c l a s s i c a l  s o l u t i o n  i s  i o  . 
r e s e m b l e  t h e  q u a n t u m  s i t u a t i o n  ( b u t  i t  b y  n o  m e a n s  e n s u r e s  s u c h  

r e s e m b l a n c e )  a n d  i n  t h e  c o l o u r  g a u g e  t h e o r y  t h e  c 0 n f i n e m e n . t  o f  

q u a r k  q u a n t u m  n u m b e r s  r e q u i r e s  t h a t  p h y s i c a l  s t a t e s  b e  c o l o u r  



s i n g l e t s ,  t h a t  i s ,  t h a t  a l l  c o l o u ~ c h a r g e s  b e  t o t a l l y  s c r e e n e d .  
x 

J a c k i w ,  J a c o b s  a n d  ~ e & i  ( 1 9 7 9 )  g i v e  a n o t h e r  e x a m p l e  

o f  a  s o l u t i o n  f o r  t h e  s o u r c e s  o f  a r b i t r a r y  s t r e n g t h l  w h i c h  t h e y  

c a l l  t h e ' n o n - A b e l i a n  Cou lomb  s o l u t i o n  a n d  w h i c h  d i f f e r s  f r o m  t h e ,  

\ k b e l i a n  o n e  by t h e  p r o p e r t y  t h a t  i t  d o e s  n o t  v a n i s h  w i t h  t h e  

v a n i s h i n g  o f  t h e  s o u r c e ; 2  r a t h e r  i t  b e c o m e s  a p u r e  g a u g e .  T h e y  

s o l v e  t h e  p r o b l e m  p e r t u r b a t i v e l y  i n  t h e  s o u r c e  s t r e n g t h  a n d  f i n d  

t h a t  t h e  e n e r g y  o f  a n o n - A b e l i a n  C o u l o m b  s o l u t i o n  i s  a l w a y s  

l o w e r  t h e n  a  c o r r e s p o n d i n g  A b e l i a n  o n e .  When t h e  s o u r c e  s t r e n g t h  

i n c r e a s e s ,  t h e  p r e v i o u s  s o l u t i o n  c o n t i n u e s  t o  b e  p r e s e n t  b u t  i n  

a d d i t i o n ,  s o l u t i o n s  w h i c h  r e q u i r e  a  c r i t i c a l ,  m i n i m a l  s o u r c e  

s t r e n g t h  a p p e a r . .  One  e x a m p l e '  o f  s u c h  a  s o l u t i o n  i s  g i v e n  b y  

S i k i v i e  a n d  W e i s s  ( 1 9 7 8 a ,  1 9 7 8 b ) .  I t  i s  t h e i r  " m a g n e t i c  d ' i p o l e  , 

s o l u t i o n "  w h i c h . i s  g o t t e n  b y  a l i g n i n g  a n  e x t e r n a l  s o u r c e  w i t h i n  

t h e  C a r t a n  s u b a l g e b r a  o f  . a  g a u g e  g r o u p .  T h e  e x t e n d e d  c h a r g e  

d i s t r i b u t i o n  t h e n  y i e l d s  a  t y p e  o f  s o l u t i o n  w h i c h  h a s  t h e  
r 

l o n g - r a n g e  b e h a v i b u =  o f  a  m a g n e t i c  d i p o l e  f i e l d .  

T h e  o t h e r  e x a m p l e  o f  a m i n i m u m - s t r e n g t h  s o l u t i o n  i s  

g i v e n  by  J a c k i w ,  J a c o b s  a n d  R e b b i  (197 '9) .  T h e y  c o n s i d e r  t h e  
I F 

g a u g e  g r o u p  S U ( 2 )  a n d  u s e  a n  ~ n s a t z  f o r  t h e  Y-M f i e l d s  w h e r e  t h e  
1 

e x p l i c i t  r a d i a l  ' s y m m e t r y  i s  a b s e n t ,  b u t  t h e  r o t a t i o n a l  

A 
S o l u t i o n s  n a t u r a l l y  f a r 1  i q t o  t w o  c l a s s e s :  t h o s e  t h a t  e x i s t  f o r  

a r b i t r a r y  s o u r c e  s t r e n g t h s  a n d  ' t h o s e  t h a t  r e q u i r e  a c r i t i c a l ,  
f i n i t e  s o u r c e  s t r e n g t h .  

2  
I n  t h e  a b s e n c e  o f  s o u r c e s ,  f i n i t e  e n e r g y  s o l u t i o n s  a r e  

n e c e s s a r , i l y  t r i v i a l  ( D e s e r  1 9 7 6 )  



n o n - i n v a r i a n c e  c o u l d  b e  c o m p e n s a t e d  b y  a g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n . 3  . I 
C 

S i n c e  t h e i r  A n s a t z  c o n t a i n s  A r and  ~ O , d i f  f  e r e n t  ' f r o m  z e r o  ( o n e  

o b t a i n s  t h e  Coul.omb s o l u t i o n  by  s e t t i n g  A & * O ) ,  - - . t h e  f u l l  
,, )' 

9 -  
Ir 

n o n l i n e a r i t y  o f  t h e  e q u a t i o n s  c o m e s  i n t o  p l a y  ahd t h e - r e  a r e  n o -  

a n a l y t i c  m e t h o d s  a v a i l a b l e .  F o r  two  d i f f e r e n t  s e t s  o f - b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s  t h e y  g e t  t w o  t y p e s  o f  s o l u t i o n s ,  w h e r e  t h e  f i r s t . t y p e ,  

i s  i n  f a c t  t h e  n o n - A b e l i a n  C o u l o m b  s o l u t i o n  e n c o u n t e r e d  b e f o r e .  

T h e  s e ' c o n d  t y p e  c o m e s  i n  t w o  b r a n c h e s  o n c e  t h e  s o u r c e  s t r e n g t h  

e x c e e d s  a c r i t i c a l  m a g n i t u d e .  

* .  X t  h a s  b e e n  a c h a l l e n g e  f o r  u s  t o  g e n e r a l i z e  r e s u l t s  

a n d  i d e a s  . t o  a much m o r e  c o m p l i c a t e d  c a s e  w i t h  SU(3) g a u g e  

s y m m e t r y ,  t h e  s y m m e t r y  w h i c h  is u s e d  co  d e s c r i b e  h a d r o n s  a n d  

t h e i r  i n t e r a c t i o n s  i n  t e r m s  o f  q u a r k  f  e l d s  c o u p l e d  t o  g l u o n  

g a u g e  f i e l d s .  O n c e  t h e  s p h e r i c a l l y  s y m m e t r i c  A n s a t z  6 d b e e n  e. 
c h o s e n  ( C o r r i g a n  e t  a l .  1 9 7 6 ,  Y a t e s  1 9 7 7 )  a n d  t h e  s o u r c x h a d  

b e e n  c h a r a c t e r i z e d -  i n  a  g a u g e  i n v a r i a n t  m a n n e r ,  . a  w h o l e  

d i v e r s i t y  of  g  i e l d  c o p f i g u r a t i o n s  w a s  f o u n d .  W i t h i n  t h e  

A n s a t z ,  e n e r g y ,  t h e  g a u g e  i n v a r i a n t  q u a n t i t y ,  d i s p l a y e d  

i n t e r e s t i n g  b a h a v i o u r .  T h e  a p p r o a c h  w e  u s e  i s  b a s e d  u p o n  t h e  

' d e c o m p o s i t i o n  o f  g a u g e *  f i e l d s  a n d  e x t e r n a l  s o u r c e s  i n t o  

s y m m e t r i c ,  a n d ,  a n t i - s ? m m e t  r i c  p a r t s  ( ~ a g i a d - a k o s  a n d  V i s w , a n B t h a n  

1 9 7 9 )  a n d  a  s p e c i f i c  c h o i c e  o f  S U ( 3 )  g e n e r a t o r s  ( M a r s h a k  e t  a l .  

------------------ 
Ci 4 - 

3 ~ h i s  i s  t h e  s o  c a l l e d  n o n - A b e l i a n  f a s h i o n  o f  t h e  r a d i a l  
s y m m e t r y .  T h e  A b e l i a n  f a s h i o n  i s  r e a l i z e d  when  e v e r y t h i n g  p o i n t s  
i n  a-d d i r e c t i o n  i n  a  g a u g e  g r o u p  s p a c e  a n d  i s  r a d i a l l y 1  
i n v a r i a n t  ( S i k i v i e  a n d  W e i s s  1 9 7 8 b ) ,  
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o r d e r  d e r i ~ a t i v ~ e s  i n t o ~ w b ~ l d  r e s u l t  i n  t h e  a p p e a r a n c e  o f  

h i g h e r  o r d e r  d e r i v a t i v e s  i n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  f i e l d  - e q u a t i o n s ,  

b u t  e q u a t i o n s  o f . t h i s  t y p e ,  d i s c u s s e d  i n  t h e  l i t e r a t u r e ,  c o n t a i n  

some  p h y s i c a l l y  u n r e a s o n a b l e  f e a t u r e s  s u c h  a s  i n f i n i t e  e n e r g y  

f o r  t h e  d y n a m i c a l  s y s t e m .  9 

A p h y s i c a l  p r i n c i p l e  f r o m  w h i c h  w e  c a n  i n f e r  t h e  

d y n a m i c a l  b e h a v i o u r  o f  t h e  s y s t e m  o f  f i e l d s  u n d e r  c o n s i d e r a t i o n  

i s  p r o v i d e d  b y  t h e  p r i n c i p l e  o f  s t a t d o n a r y  a c t i o n .  T h e  n e c e s s a r y  

a n d  s u f f i c . i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  S t o  b e  s t a t i o n a r y  a r e  t h e  

E u l e r - L a g r a n g e  e q u a t i o n s  

\ 

I n  o r d e r  t h a t  t h e  f i e l d  e q u a t i o n s  s h o u l d  b e  c o v a r i a n - t ,  

t h e  a c t i o n  m u s t  b e  i n v a r i a n t  u n d e r  t h e  L o r e n t z  t r a n s f o r m a t i o n s  

a n d ,  c o n s e q u e n t l y ,  t h e  L a g r a n g i a n  d e n s i t y  m u s t  b e  a  L o r e n t z  

s c a l a r .  A d d i t i o n a l  r e q u i r e m e n t s  o n  come f r o m  a n  a s s u m e d  

i n v a r i a n c e  , o f .  t h e  t h e o r y  ( e . g .  i n t e r n a l  s y m m e t r i e s ,  d i s c r e t e  

s y m m e t r i e s  e t c . ) .  

I t  i s  i m p o r t a n t  t o  o b s e r v e  t h a t  t h e  c h o i c e  o f  t h e  

L a g r a n g i a n  d e n s i t y  i n  t h e  v a r i a t i o n a l  f u n c t i o n a l  ( 2 . 1 )  whiQh 

l e a d s  t o  t h e  a c t u a l  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n ,  i s  n o t  u n i q u e .  T h e  

s i m p l e s t  t y p e  o f  c h a n g e  w h i c h  c a n  b e  made i s  t h e  m u l t i p l i c a t i o n  

o f  f b y  a  q u a n t i t y  w h i c h  d o e s  n o t  d e p e n d  o n  t h e  v a r i a b l e s  o r  

s t a t e  f u n c t i o n s  o f  t h e  s y s t e m ; ,  t h a t  i s ,  t h e  m u l t i p l i c a t i o n  o f  

& b y  a  c o n s t a n t .  I n  a d d i t i o n  we o b s e r v e  t h a t  t h e  a d d i t i o n  o f  a  



f q u r - d i v e r g e n c e  t o  t h e  L a g r a n g i a n  d e n s i t y  - i . e . ,  t h e  

s u b s t i t u t i o n  

. o  \ d o e s  no . t  m o d i f y  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n .  

T h e  c o n s e r v a t i o n  l a w s  u s u a l l y  e x p r e s s  t h e  f a c t  t h a t  

c e r t a i n  p h y s i c a l  q u a n t i t i e s ,  s u c h  a s  'momentum,  e n e r g y ,  a n g u l a r  

momentum, c h a r g e ,  e t c . ,  a r e  c o n s t a n t  i n  t i m e .  T h e s e  laws f o l l o w  

a s  a  c o n s e q u e n c e  e i t h e r  f r o m  t h e  f i e l d  e q u a t i o n s  ( 2 . 2 )  o r  
% 

5 v 
d i r e c t l y  f r o m  t h e  a c t i o n  f u n c t i o n a l  ( 2 . L ) .  T h e  l a t t e r  p o i n t  o f  

-, 
v i e w  i s  i h t i m a t e l y  c o n n e c t e d  w i t h  t h e  s t r u c t u r e  o f  t h i s  

\ 
f u q c t i o n a l ,  i n -  , p a r t i c u l a r  w i t h  i t s  i n v a r i a n c e  p r b p e r t i e s  w i t h  

r e s p e c t  t o  a  c e r t a i n  s e t  o f  t r a n s f o r m a t i o n s .  

N o e t h e r ' s  t h e o r e m  a d s u r e s  t h e  e x i s t e n c e  o f  c o n s e r v e d  

q u a n t i t i e s  when t h e  a c t i o n  f u n c t i o n a l  i s  l e f t  i n v a r i a n t  b y  a s e t  

o f  t r a n s f o r m a t i o n s  of .  t h e  c o o r d i n a - t e s  a n d  t h e  f i e l d s .  

T h e  c o m b i n a t i o n  o f  N o e t h e r ' s  t h e o r e m  a n d  t h e  p r i n c i p l e  

o f  s t a t i o n a r y  a c t i o n  c l a r i f i e s  t h e  r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  

c o n s e r v a t i o n  l a w s  a n d  s y m m e t r y  g r o u p s . 1  We w i l l  c o n s i d e r  t h o s e  

g r o u p s  w h i c h  c a n  b e  g e n e r a t e d  by  i n f i n i t e s i m a l  t r a n s f o r m a t i o n s  
< .  

i n  t h e  n e i g k b o u r h o o d  o f  t h e  i d e n t i t y  t r a n s f o r m a t i o n ,  s o - c a l l e d  

L i e  g r o u p s .  T h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  i s  t h u s  o b t , a i n e d  

I ------------------ 
1 ~ e  c a l l  a  t r a n s f o r m a t i o n  a  s y m m e t r y  t r a n s f o r m a t i o n  when it h a s  
t h e  p r o p e r t y  o f  l e a v i n g  t h e  e q u a t i o n s  o*f m o t i o n  i n v a r i a n t  i n  
f o r m  ( f o r m - i n v a r i ' a n t ) .  . 



If the Lagrangian-density function Is invariapt 
p-parameter Lie grougi, the equations of motion e 
conservation laws. 

The Lie groups of , special interest in classical 

mechanics are the four-dimensional translation group and the 

7 - three-dimensional rotation,groGp (forming the Euclidean group), 

the Galilean group and the.Lorentz group. The Euclidean group I 

'~orre2~onds to the following seven conservatdon laws: 

conservation of energy (time-translation invariance), 

conservation of linear rmomuntum (space-transtation invariance) 

and conservation of angular momentum (rotation invariance) .- The 
u 

additional three parameters of the Galilean and the Lorentz 

group yield the center-of-mass theorem nonrelativistically and 

relativistically, respectivly.2 

Now we shall extend these ideas to non-classical 

. < 4 
symmetries, called internal symmetries, 'i.e., transformations 

2 
which do not' involve space-time cooqdinates. 

- 
J 

The discovery of internal 'sjmmetry principles or 
- - -  1 

invariances under ~e-rtain gauge or phase transformations leads . 
t o  conservation laws that greatly reduce -the muliiplicity of 

processes and states o f  a theory. 

One group o f  internal symmetry transformations that 

plays an important role in particle physics and seems to be 

unrelated to the space-time symmetries i's the gauge 
----d------------- 

2 
This theorem states that the position of the center of mass of 

a system is a linear function of time (the velocity of the 
cent+er of mass is conserved). 



. - 
transformation of the' first kind.-Simplest gauge transformat.ions 

. - 
. of the farst kind are transformations of the unitary group U(l), 

which is a one-parameter ~belian' L,ie group possessing only one 

dimensional represenatations. Under these transformations the 

fields change' acc-ording to 

with OC real. When the Lagrangian density function is invariant 
L-. , 

under the gauge~transformation of the first kind we refer to it 

as global g a u e  invariance. * 

/ 

/ 
- 

/ 
/Gauge invariance of the first kind gives rise to the 

-1 
conservation - of a "charge". Besides the universally known 

- - 

conservation of the electric charge, experimental evidence 

exists for the conservation of the baryon charge or baryon 

number, electron-lepton number, muon-lepton number, etc. 

A theory ' may be invariant under a more complicated 
I 

k L 

group of transformations than U(1). We can define a gauge 
'L 
i 

transformation by 

where $(x) is a column vector and La is a matrix - 

, representation of the,generators of an internal symmetry group 

The number parameters needed to specify 

the dimensionality of G . 



' A g e n e r a l i z e d  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n  c a n  d e p e n d  o n  t h e  

s p a c e - t i m e  p o i n t .  L e t  u s  t a k e  a g a i n  t h e  TIC11 g r o u p  

T h i s  i s  t h e  s o - c a l l e d  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  spc%qd k i n d ,  

o r  l o c a l  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n .  S i n c e  . t h e  L a g r a n g i a n  d e n s i t y  

f u n c t i o n  c o n t a i n s  r h ' e  d e r i v a t i v e s  o'f f i e l d s  @Q , i t  c a n n o t  i n  

g e n e r a l  b e  i n v a r i a n t  u n d e r  t h e s e  t r a n s f o r m a t i o n s .  T h e  i n v a r i a n c e  

('4'' i s  r e s t o r e d  by i n t r o d u c i n g  d g a u g e  f i e l d  A (K) 

w h i c h  t - r a n s f o r m e  i n  a  s p e c i a l  way s o  t h a t  t h e  c o m b i n a t i o n  ( 2 . 7 )  
* 

t r a n s f o r m s  l i k e  i n  ( 2 . 6 ) .  e  i s  a  c o u p l i n g  c o n s t a n t  w h i c h  t 

- 
c h a r a c t e r i z e s  s t r e n g t h  o f  t h e  i n t e r a c t i o n .  

Yang - a n d  M i l l s  g e n e r a l i z e d  t h e  l o c a l  g a u g e  ., 

t r a n s f o r m a t i o n  i n  ( 2 . 6 )  t o  n o n - A b e l i a n  g , r o u p s .  
. 

L e t  T, ( a = l , .  . . , N ) .  b e  t h e  g e n e r a t o r s  o f  a c o m p a c t  L i e  

g r o u p  w i t h  i t r u c t u i e  c o n s t a n t s C e b c  ( s e e  A p p e n d i x  C). L e t  a 

c o l l e c t i o n  o f  s c a l a r  f i e l d s  t r a n s f o r m  a c c o r d i n g  t o  

w h e r e  @()c) i s  a  c o l u m n  v e c t o r  a n d  L a  i s  a m a t r i x  

r e p r e s e n t a t i o n  o f  T  . T h e  L a g r a n g i * a n  d e n s i t y  i s  a s s u m e d  t o  b e  

i n u a r i a n p  u n d e r  a  t r a n s f o r m a t i o n  w i t h  c o n s t a n t  Qa . T h e  p r o b l e m  

of  how t o  c o n s t r u c t  a  t $ e o r y  w h i c h  i s  i n v a r i a n t  u n d e r -  a  l o c a l  
, 



g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n  Q&) as  w e l l ,  i s  s o l v e d  b y  i n t r o d u c i n g  
4 

a  c o v a r i a n t  d e r , i v a t i v e  aP w h i c h  t r a n s f o r m s  l i k e  
' - 

\ T h e n ,  i f  b p + ( k )  a p p e a r s  i n  de . o n l y  a s  a  p a r t  o f  8 Q ( + ,  
w i l l  b e  i n v a r i a n t  u n d e r  l o c a l  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n s .  

T h e  c o v a r i a n t  d e r i v a t i v e  i s  c o n s t r u c t e d  b y  i n t r o d u c i n g  

a v h c c o r  f i e l d  A: (k )  f o r  e a c h  d i m e n s i o n  o f  t h e  L i e  a l g e b r a ,  

h e n c e  
" " 5 , -  

I n  ( 2 . 1 0 )  g  i s  t h e  g a u g e  c o u p l i n g  c o n s t a n t .  - -  

I n  t h i s  way we h a v e  i n t r o d u c e d  a n  i n t e r a ' c t i o n  b e t w e e n  

+(x) a n d  t h e  g a u u e  f i e l d s  A h i s  i m p l i e s  t h a t  o n l y  a f i e l d s  

i n  i n t e r a c t i o n  c a n  b e  i n v a r i a n t  u n d e r  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n s  o f  

t h e  s e c o n d  k i n d .  

- 
Now we m u s t  a d d  t o  de t h e  p a r t  i n  w h i c h  t h e  A: (1) 

a n d  t h e i r  d e r i v a t i v e s  - o c c u r  o n l y  i n  c o m b i n a t i o n s  

T h e  f u l l  L a g r a n g i a n  d e n s i t y ,  w h i c h  i s  i n v a r i a n t  u n d e r  t h e  g a u g e  



a n d  t h e  Y-M i n v a r i a n t  s i n c e  t h e  

t r a n s f o r m a t i o n  r u l e  f o r  t h e  g a u g e  f i e l d s  d e f i n e d  

I t  i s  t h e  l a s t  t e r m  o f  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  t h i s  e q u a t i o n  
- 

w h i c h  r e f l e c t s  t h e  l o c a l  c h a r a c t e r  o f  t h e  t r a n s f o r m a t i o n .  

i s  d e f i n e d  i n  ( 2 . 1 6 ) .  

The f i e l d s  t h-e Y-M f i e l d s  a r e  

L o r e n t z  v e c t o r s  w h i c h  c a r r y  i n t e g r a l  s p i n  a n g u l a r  momentum 
* 

b 

B e c a u s e  o f  t h e s e  r e a s o n s  t h e y  a r e  o f t e n  c a l l e d  

g a u g e  b o s o n s .  The  g a u g e  f i e l d  m a s s  t e r m  w o u l d  h a v e . t h e  f o r m  
d 

w h i c h  o b v i o u s l y  v i o l a t e ?  l o c a l  g a u g e  i n v a r i a n c e .  T h e  c o n c l u s i o n  

i s  t h a t  l o c a l  g a u g e  i n v a r i a n c e  i s  i m p o s s i b l e  u n l e s s  t h e  g a u g e  

b o s o n  i s  m a s s l e s s .  

I t  i s  c o n v e n i e n t  a t  t h i s  s t a g e  t o  i n t r o d u c e  m a t r i x  

n o t a t i o n .  I n  t h e  a d j o i n t  r e p r e s e n t a t i o n  ( s e e  A p p e n d i x  8 )  t h e  

g e n e r a t o r s  T h a v e  t h e  f o r m  a -- 

L e t  

- 



N a m e l y ,  ~ q x )  t a k e s  v a l u e  i n  t h e  L i e  a l g e b r a  o f  G. S i m i l a r l y  

T h e n  w e  c a n  w r i t e  

B 
N O W  t h e  xyn o f  t h e  t o t a l  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

w h e r e  t h e  n o r m a l i z a t i o n  f o r  t h e  g e n e r a t o r s  T a  i s  d e f i n e d  t o  b e  

a n d  s i n c e  FP* t r a n s f o r m s  u n d e r  t h e  l o ' k a l  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n  

a c c o r d i n g  t o  

' P J  = ~ ( o )  FP' u-'(e) ( 2 . 2 1 )  

t h e  $ e y i  i s  o b v i o u s l y  i n v a r i a n t  d u e  t o  t h e  c y c l i c  p r o p e r t y  o f  , 

t r a c e .  -, 



111. THE CLASSICAL YANG-MILLS THEORY WITH EXTERNAL SOURCES 

3 . 1  INTRODUCTION - 

A t h e o r y  o f  f r e e  f i e l d s  a l o n e  h a s  n o  p h y s i c a l  c o n t e n t .  

2 
T h e  n a t u r e  o f  t h e  p h y s i c a l  w o r l d  i s  r e v e a l e d  t o  u s  o n l y  t h r o u g h  

i n t e r a c t i o n s .  I n  c o n s t r u c t i n g  a n  i n t e r a c t i o n  L a g r a n g i a n  b e t w e e n  

Y-M f i e l d s  and ,  a n  e x t e r n a l ,  p r e s c r i b e d  s o u r c e ,  we s h a l l  b e  

m o t i v a t e d  b y  a n a l o g y  w i t h  t h e  c l a s s i c a l  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d .  

T h i s  , a n a l o g y  c a n  b e  e a s i l y  - s e e n  j u s t  b y  l o o k i n g  a t  t h e  
I 

L a g r a n g i a n  d e n s i t y  ( 2 . 1 2 ) .  

T h e r e  i s  n o  g e n e r a l  r e c i p e  f o r  f i n d i n g  t h e  L a g r a n g i a n  
m 

"k 
f u n c t i o n  w h i c h  w i l l  p r o v i d e  a  g i v e n  s e t  o f  e q u a b i o n s .  O n l y  

c e r t a i n  s t r u c t u r a l  f e a t u r e s  c a n  b e  a s s u r e d  f r o m  t h e  o u t s e t .  I t s  

e x a c t  d e t e r m i n a t i o n  i s ,  i n  t h e  l a s t  a n a l y s i s ,  e d ' u c a t e d  

g u e s s w o r k .  P h y s i c a l l y ,  i t  a d d s  n o t h i n g  t h a t  i s  n o t  c o n t a i n e d  i n  
\ 

t h e  b a s i s  e q u a t i o n s .  

T h e  L a g r a n g i a n  d e n s i t y  f o r  a n  e l e c t r o m a g n e t i c  f i e l d  

i n t e r a c t i n g  w i t h  a n  e x t e r n a l  e l e c t r i c  c u r r e n t  i s  

w h e r e  



T h e  a c t i o n  p r i n c i p l e  y i e l d s  t h e  M a x w e l l  e q u a t i o n s  
1 

T h e  o t h e r  two  M a x w e l l  e q u a t i o n s  . ? r e - a u t o m a t i c a l l y  s a t i s f i e d  

b e c a u s e  o f  t h e  d a f i n i t i 0 . n  o f  Fpv . 
T h e  d i f f e r e n t i a l  l a w  o f  c h a r g e  c o n s e r v a t i o n  

w h i c h  c a n  b e  o b t a i n e d  f r o m  ( 3 . 2 b )  u s i n g  t h e  a n t i s y - m m e t r y  o f  F r )  

h a s  a n  e q u i v a l e n t  i n t e g r a l  f o r m  

t h u s  

W e  c o n c l u d e  t h i s  s h o r t  e x p o s i t i o n  by  s t r e s s i n g  t h a t  u n d e r  t h e  

c o n d i t i o n  

w h e r e  ?( i s  d e f i n e d  by  t h e  g a u g e  t r a n s f o r m a t t o n  

t h e  g a u g e .  i n v a r i a n c e  o f  t h e  a c t i o n  f u n c t i o n a l  i s  e q u i v a l e n t  t o  

c h a r g e  c o n s e r v a t i o n  ( R o h r l i c h  1 9 6 5 ) .  



We now c o n s i d e r  t h e  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  c l a s s i c a l  

e l e c t r i c  a n d  m a g n e t i c  f i e l d s  i n  i n t e r a c t i o n  w i t h  a  g i v e n  c h a r g e  

P 
a n d  c u r r e n t  d i s t r i b u t i o n  jv t o . t h e  n 6 n - ~ b e l i a n  c a s e .  T h e  l a s t  

c h a p t e r  e n a b l e s  u s  t o  w r i t e  t h e  L a g r a n g i a n  d e n s i t y  w h i c h  y i e l d s  

t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  f o r  t h e  f i e l d s  i n  i n t e r a c t i o n  w i t h  

p r e s c r i b e d  " c o l o u r " .  c h a r g e  a n d  c u r r e n t  d e n s i . t y  1 i n  t h e  f o r m  

( s e e  p . 1 1 6  f o r  t h e  n o t a t i o n ) .  We c h o o s e ,  f o r  r:asons m e n t i o n e d  

b e f o r e ,  t h e  s e m i s i m p  l e  c o m p a c t  ~ i ' e  g r o u p  S U ( 3 )  i s ' e e  A p p e n d i x  C )  

a s  t h e  u n d e r l y i n g  g a u g e  s y m m e t r y  g r o u p .  T h q  f i e l d  e q u a t i o n s  

s a t i s f i e d  b y  t h e  f i e l d  s t r e n g t h s  w r i t t e n  i n  t h e  m a t r i x  n o t a t i o n  

s o  t h a t  F c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  ( 2 . 1 8 1 ,  a r e  

w h e r e  

H e r e  [ , ] h a s  m e a n i n g  o f  t h e  o r d i n a r y  c o m m u t a t o r  ( s e e  f o o t n o t e  

1 
r e  t e r m s  " c o l o u r "  i m p l y  o n l y  t h a t  t h e  f i e l d s  t r a n s f o r m  

a c c o r d i n g  t o  s o m e  r e p r e s e n t a t i o n  o f  a  n o n - A b e l i a n  g a u g e  gr -oup  G 
i n  a  " c o l o u r  s p a c e "  ( g a u g e - g r o u p  s p a c e ) ,  a n d  t h e i r  
n o n - c o m u t a t i v i t y  i s  p u r e l y  c l a s s i c a l ,  a s  a  c o n s e q u e n c e  o f  
n o n - c o m u t a t i v i t y  o f  m a t r i c e s  b u t  n o t  > t h e  q u a n t u m  m e c h a n i c a l  
o p e r a t o r  n o w - c o n u t a t  i v i t y  . 



1 )  s o  ( 3 . 9 )  c a n  b e  w r i t t e n  

JY " T h e  m a t r i c e s  U ,b a r e  t h e  m a t r i x  r e p r e s e n t a t i o n  o f  g e n e r W t o r s - o f  

S U ( 3 )  ( e x p l a i n e d  i n  d e t a i l s  i n  A p p e n d i x  B). 

S i n c e  t h e  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n  p r o p e r t i e s  o f  t h e  g a u g e  

(.c a r e  g i v e n  b y  ( 2 . 1 3 )  a n d  ( 2 . 2 1 ) ,  t h e  f i e l d s  A a b  a n d  F Q b  

e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  ( 3 . 9 )  a r e  c o v a r i a n t  p r o v i d e d  jJ a l s o  

t r a n s f o r m s  c o v a r i a n t l y  

B e n c e ,  i f  A p i s  a  s o l u t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n s  ( 3 . 9 )  w i t h  

P t h e  c u r r e n t  j J  , t h e n  d P ,  t h e  g a u g e  t r a n s f o r m  o f  A , g i v e n  b y  

( 2 . 1 3 ) ,  i s  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n  ( 3 . 9 )  w i t h  t h e  c u r r e n t  " 

d e f i n e d  b y  ( 3 . 1 2 ) .  

T h e  g a u g e  c o v a r i a n t  c u r r e n t  j J ,  a l t h o u g h  n o t  

c o n s e r v e . d ,  s a t i s f i e s ,  

3 
--', H e n c e ,  t h e  c u r r e n t  J 

J 
i s  c o n s e r v e d  d u e  t o  t h e  a n t i s y m m e t r y  o f  F~'. T h u s  J (x) i s  a  

3 
c o n s e r v e d  bu't n o t  g a u g e  c o v a r ' i a n t  c u r r e n t ,  w h e r e a s  j ( x )  i s  

3 
g a u g e  c o v a r i a n t  b u t  n o t  c o n s e r v e d .  H.owever,  t h e  c u r r e n t  j (x) 



- .P *.-- s a t i s f i e s  

I n  o r d e r  t o  p r o v e  t h i s  r e l a t i o n  .we s t a r t  w i t h  

I n d e e d  

a n d  a f t e r  s i m p l e  m a n i p u l a t i o n s  t h e  r e l a t i o n  ( 3 . 1 6 )  i s  o b t a i n e d .  

Now 

- b  a +i@V,ip]= 
( 3 . 1 8 )  



We s h a l l  b e  c o n c e r n e d  w i t h  s t a t i c  e x t e r n a l  s o u r c e s .  ye 

c a l l  a  c u r r e n t  j p ( x )  s t a t i c  i f  

a n d  

F r o m  ( 3 . 1 5 )  we c a n  o b t a i n  a u s e f u l  r e l a t i o n  b e t w e e n  

A O  a n d  f 

which .  m e a n s  t h a t  i n  a  s o l u t i o n  t h e -  t i m e  c o m p o n e n t  o f  t h e  f i e l d  

AP i s  a l w a y s  p a r a l l e l  t o  t h e  s o u r c e .  T h i s  r e m a r k  i s  i m p o r t a n t  

b e c a u s e  i t  w i l l  i n  a way d e t e r m i n e  t h e  f o r m  o f  a n  A n s a t z  f o r  

0 
A o n c e  g i s  g i v e n .  

. , 

U s i n g  (3 .7 ' )  a n d  ( 3 . 1 9 )  w e  c a n  w r i t e  t h e  t o t a l  e n e r g y  

o f  t h e  s y s t e m  

T h e  c o l o u r  e l e c t r i c  a n d  m a g n e t i c  f i e l d s  a r e  

s o  t h e  e n e r g y  ( 3 . 2 1 )  c a n  b e  w r i t t e n  
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S A "  "t L'ab ba 

(~mpere's law - s p a t i a l  components of Y-M equations) 

6G - 
s A& 

= a, EL- - 

4 - 
(definiton of t h e  canonical momentum E - ) .  

a b  



3 . 2  THE STATIC YANG-MILLS EQUATIONS -- 

I n  s i m p l e  d y n a m i c a l  s y s t e m s  i t  f o l l o w s  f r o m  H a m i l t o n ' s  

e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  t h a t  t h e  e n e r g y  i s  s t a t i o n a r y  f o r  t i m e  

i n d e p e n d e n t  s o l u t i o n s .  

T h e r e f o r e ,  f r o m  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  f o r  t h e  Y-M 

f i e l d s  ( 3 . 2 6 )  a n d  ( 3 . 2 7 )  a n d  f r o m  t h e  c o n s t r a i n t  ( 3 . 2 5 )  w e  g e t  

t h e  s t a t i c  Y-M e q u a t i o n s  

C 4 0 

Esb=-  a A,, - 49 LA: A*] d b  
T h e  m o s t  o b v i o u s  s o l u t i o n  t o  the e q u a t i o n s  ( 3 . 2 8 )  i s  

t h e  s t a t i c  Cou lomb  o n e ,  w h e r e  i t  i s  g i v e n  b y  

a n d  

b u t  o u r  t a s k - w i l l ,  b e  t o  s o l . v e  t h e ,  e q u a t i . o n s  ( 3 . 2 8 )  r e t a i n i n g  a l l  

t h e  c o m p o n e n t s  o f  t h e  v e c t o r  p d t e n t i a l :  . 



I n  o r d e r  t o  s o l v e  t h e  s e t  o f  h i g h l y  n o n - l i n e a r  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  we h a v e  t o  c h o o s e  a n  A n s a t z  w h i c h  w , l l l  

s i m p l i f y  t h e  s y s t e m  b u t .  w h i c h  w i l l  s t i l l  e x h i b i t  a l i  i n t e r e s t i n g  , 

f e a t u r e s  i n c o r p o r a t e d  i n  t h e  Y-M t h e o r y .  P r o c e e d i n g  i n  t h i s  

d i r e c t i o n ,  we make  t h e  f o l l o w i n g  d e c o m p o s i t i o  o f  t h e  c o l o u r  

c h a r g e  d e n s i t y  w 

6 .  

w h e r e  Yiab) i s  s y m m e t r i c  a n d  PcQb3 i s  a n t i s y m m e t r i c  u n d e r  t h e  6 

i n t e r c h a n g e  o f  a  a n d  b  ( R a g i a d a k o s  a n d  V i s w a n a t h a n  1 9 7 9 ) .  I n  t h e  

s a m e  way .we d e c o m p o s e  t h e  p o t e n t i a l  

I .  
/ *  

L F o r  . a n  e x t e r n a l  s o u r c e  we.  p r o p o s e  a  s p h e r i c a l l y  

s y m m e t r i c  A n s a t z  w h i c h  t r a n s f o r m s  a c c o r d i n g  t o  t h e  a d j s i n t  

r e p r e s e n t a t i o n  o f  S C ( 3 ) .  R e c a l l  t h a t  s p h e r i c a l  s y m m e t r y  i n  t h e  

L-, 
n o n - A b e l i a n  g a u g e  t h e o r j a g  r e a l i z e d  i n  ' t h e  f o l l o w i n g  w B y :  

i f ,  e x p l i c i t  s p h e r i c a l  s y m m e t r y  i s  a b s e n t ,  a n y  r o t a t i o n a l  

n o n - i n v a r i a n c e  c a n  b e  c o m p e n s a t e d  b y  a  g a u g e  t r a n s f o r m a t i o n  ( s e e  

r e m a r k s  o n  t h e  p a g e  1 9  a b o u t  g a u g e  t r a n s ' f o r m e d  q u a n t i t i e s ) .  
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and q,(r) is a spherically symmetric colour charge distribution. 

We shall be concerned with gauge-fields configurations of finite 

total energy - a requirement, which imposes regularity 

constraints on the charge density. Consequently, we do not 

' discuss point sources. 

- The form of the symmetric part of p q b  will depend 

u-pon transformation properties of the coset of SU(3) generators 

~ ' d e r  S O ( 3 )  rotations generated by 2. Since the coset transforms 
as a quadrupole moment tensor (Corrigan et al. L976), it is 

seasonable to construct an invariant by using the quadrupole 

moment tensor in the spatial coordinates so the symmetric Ansatz 

becomes 

and the total colour source tensor can be written as 
- 

The condition (3.20) enables us immediately to write the Ansatz 

for the zero-component ofithe vector potential 

The :spatial part of the vector potential transforms as a vector C. 



u n d e r  c o m b i n e d  r o t a t i o n s  ( 3 . 3 2 ) .  S o  i t s  s y m m e t r i c  p a r t  c a n  b e  

i m m e d i a t e l y  w r i t t e n  a s  a n  i n v a r i a n t  ( q u a d r u p o l e  moment t e n s o r )  

" t i m e s 1 '  a  t h r e e  v e c t o r ,  i . e . . , 4  

S J t n c e ,  t h e  c o m m u t a t i o n  r e l a t i o n s  among t h e  SO ( 3 )  g e n e r a t o r s  a r e  

t h e  same  a s  t h o s e  f o r  f U ( 2 ) ,  t h e  a n t i s y m m e t r i c  s p a t i a l  p a r t  o f  
t 

t h e  A n s a t z  f o r  t h e  g a u g e  p o t e n t i a l  h a s  t h e  f o r m  

and '  w i t h  

i t  i s  s i m p l e  t o  o b t a i n  t h e  f o r m  f o r  t h e  A n s a t z  o f  t h e  s p a t i a l  

c o m p o n e n t s  of  t h e  g a u g e  p o t e n t i a l  w M c h  t r a n s f o r m s  a s  a  v e c t o r  
6 

u n d e r  t h e  c o m b t n e d  r o t a t i o n s  i n  E u c l i d e a n  a n d  g a u g e - g r o u p  s p a c e  - 

By i m p o s i n g  t h e  Coulomb c o n d i t i o n  o n  t h e  f i e l d  A ( s e e  
U 

f o r  i n s t a n c e  B o g o l i u b o v  a n d  S h i r k o v  1 9 7 6 )  . 

( 3 . 4 4 )  
4----""""""' 

A s  i s  known f r o m  t h e  l i t e r a t u r e  ( C o r r i g a n  et.  a l .  1 9 7 f j k Y a t e s  
19771, f r o m  t h e  r o t a t i o n a l  i n v a r i a n t s  x C / r ,  8'8 a n d  E o n e  
c a n  c o n s t r u c t  e s s e n t i a l l y  s i x  t r a c e l e s s ,  H e r m i t i a n ,  3 x 3  
m a t r i c e s .  



t h e  a n t i s y m m e t r i c  p a r t  i s  i d e n t i c a l l y  z e r o  

a n d  t h e  o n l y  s o l u t i o n  o f  ( 3 . 4 4 )  i s  H ( r ) = O .  T h e r e f o r e ,  f o r  t h e  

G 
s p a t i a l  p a r t  o'f t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  A we c a n  w r i t e  t h e  A n s a t z  

i n  t h e  f o r m  

I t  s h o u l d  b e  s t e s s e d  . h e r e  t h a t  t h e  ~ n s z t z e  ( 3 . 3 8 ) ,  
P 

( 3 . 3 9 )  a n d  ( 3 . 4 6 )  c a n  n o t  b e  g a u g e  r o t a t e d  t o  l i e  e n t i r e l y  i n  

t h e  C a r t a n  s u b a l g e b r a  o f  S U ( 3 ) .  N a m e l y ,  t h e s e , s o l u t i o n s  a r e  n o t  

g a u g e  e q u i v a l e n t  t o  Cou lomb s o l u t i o n s .  T h i s  w i l l  b e  s e e n  f r o m  

t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  w h i c h  a r e  n o n l i n e a r  i n  G ( r )  ( C h a k r a b a r t i  

1 9 8 0 )  a n d  f r o m  t h e  e x i s t e n c e  o f  b i f u r c a t i n g  s o l u t i o n s  w h i c h  a r e  

n o t  c e r t a i n l y  c h a r a c t e r i s t i c  o f  Cou lomb s o l u t i o n s .  

T h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  f ,  ( r )  , f2 ( r )  a n d  ~ ( r )  

e m e r g i n g  f r o m  ( 3 . 2 8 )  a r e  

w h i l e  t h e  e n e r g y  i s  



The equations (3.47) d l l o w  from varying the effective 

Hamiltonian (3.24) which now Can be written as 

which coincides with (3.48) when Gauss' law, (3.47a) and 
-, 

(3.47b), is satisfied. 



3 . 4  BOUNDARY C O N D L T I O N S  - 

F i n i t e n e s s  ' o f .  t h e  e n e r g y  ( 3 . 4 8 )  r e q u i r e s  t h a t  G g o e s  

t o  1 a n d  t h a t  f  a n d  f 2  v a n i s h  a t  t h e  o r i g i n .  A t  l a r g e  d i s t a n c e s  
1 

f ,  a n d  f 2  v a n i s h  a n d  G ( r )  b e c o m e s  + 1  o r  -1. T h e r e f o r e ,  we a r e  

l e d  t o  two  t y p e s  o f  s o l u t i o n s  t o  ( 3 . 4 7 1 ,  w h i c h  d i f f e r  i n  t h e i r  

-J a s y m p t o t i c  b e h a v i o u r  a t  l a r g e  d i s t a n c e s :  

t y p e  I1 

I n  o t h e r  . w o r d s ,  f o r  t y p e  I s o l u t i o n s  w e  h a v e  v a n i s h i n g  s c a l a r  

a n d  v e c t o r  p o t e n t i a l  a t  t h e  o r i g i n  a n d  a t  i n f i n i t y  w h e r e a s  f o r  

t y p e  I1 s o y a t i o n s ,  t h e  s c a l a r  p o 5 e n t i a l  h a s  t h e  s a m e  b e h a v i o u r  

a s  t h e  t y p e  I a n d  t h e  s p a t i a l  p a r t  v a n i s h e s  a t  t h e  o r i g i n  b u t  i t  



b e c o m e s  a n o n - t x i v i a l  p u r e - g a u g e - a s  r t e n d s  t o  i n f i n i t y  

T h e  . r e s u l t s  w h i c h  we w i l l  p r e s e ' n t  h a v e  a l l '  b e e n  

d e r i v e d  f o r  a  d e l t a - f u n c t i o n  ( m o r e  p r e c i s e l y ,  d e l t a - s h e l l )  

s o u r c e ,  t h a t  i s  t o  s a y  I 

a n d  

An a d v a n t a g e  o f  t h e  c h o i c e  ( 3 . 5 3 )  a n d  ( 3 . 5 4 )  i s  t h a t  Y - M  

e q u a t i o n s  ( 3 . 4 7 )  r e d u c e  t o  f r e e  e q u a t i o n s  ( i . e . ,  w i t h  q i ( r ) = O )  

i n  t h e  i n t e r v a l s  O < r c r l  , r, < r < r  a n d  r t < r < +  00 , t o g e t h e r  w i t h  
2 

r e q u i r e m e n t  t h a t  f ,  , f 2 ,  G ,  a n d  G '  b e  c o n t i n u o s  a t  r ,  a n d  r2 

w h e r e a s  f '  m u s t  h a v e  a  d i s c o n t i n u i t y  o f  m a g n i t u d e  -Q a t  r ,  1  a n d  

f 2  a  d i s c o n t i n u i t y  o f  m a g n i t u d e  -R a t  r L  . 
T h e  a l t e r n a t e  f o r m u l a  f o r  e n e r g y  o f  tL s t a t i c  Y-M 

t h e o r y  c a n  b e  w r i t t e n  a s  

T h u s  ' t h e  w h o l e  c l a s s  o f  s o l u t i o n s  d e p e n d s  o n  t w o  

p a r a m e t e r s ,  t h e  m a g n i t u d e s  ( s o u r c e  s t r e n g t h s )  Q a n d  R e  

S i n c e  Qab i s  t h e  g a u g e  c o v a r i a n t  q u a n t i t y ,  a  g a u g e  

t r a n s f o r m a t i o n  w i l l  m ix  t h e  " m ~ n o p o l e "  ( a n t i s y m m e t r i c )  a n d  



I I  q u a d r u p o l e "  ( s y m m e t r i c )  c o m p o n e n t s .  T h i s  f a c t  f o r c e s  u s  t o  f i n d ' .  

a  g a u g e  i n v a r i a n t  c h a r a c t e r i z a . t i o n  o f  t h e  s o u r c e . 5  . 

T h e  g a u g e  i n v a r i a n t  c h a r a c t e r i z a t i o n  \n b e -  

a c c o m p l i s h e d  b y  c a l c u l a t i n g  t w o  i n v a r i a n t  o p e r a t o r s  f h  
u w g a u g e  g r o u p  S U ( 3 )  - t w o  C a s i m i r  o p e r a t o r s  ( s e e  A p p e n d i x  B )  w h i c h  

a r e  n o n l i n e a r  c o m b i n a t i o n s  o f  t h e  g r o u p  g e n e r a t o r s  w h i c h  commute  

w i t h  a l l  t h e  g e n e r a t o r s  o f  t h e  g r o u p .  T h e  f i r s t  o n e  i s  t h e  

q u a d r a t i c  o p e r a t o r  (B-14)  

a n d .  s i n c e  

2 i 
=t(&&- - x k  *;tb18: -7 Eoieh - p % i  82 +- Sac 

t h e  f i r s t  i n v a r i a n t  . is 

a n d  w i t h  t h e  s p e c i f i c  c h o i c e  o f  t h e  c o l o u r  c h a r g e  d i s t r i b u t i o n s  

( 3 . 5 3 )  a n d  ( 3 . 5 4 )  u p o n  i n t e g r a t i n g  o v e r  r we g e t  

I n t e g r a t i o n  o f  ( 3 . 5 8 )  i s  j u s t i f i e d  b y  t h e  s p e c i f i c  f o r m  o f  t h e  

------------------ 
5 ~ h a t  t h e  s o u r c e  s h o u l d  b e  d e s c r i b e d  i n  a  g a u g e  i n v a r i a n t  m a n n e r  
w a s  p o i n t e d  o u t  t o  u s  by P r 0 f . H .  P a g e l s  ( P a g e l s  1 9 8 0 ) .  

+ 
/ 



e n e r g y  ( 3 . 5 5 )  a s  a  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  c h o i c e s  ( 3 . 5 3 )  a n d  ( 3 . 5 4 ) .  

T h e  s e c o n d  i n v a r i a n t  i s  c a l c u l a t e d  f r o m  

a n d  

T h e  e n e r g y ,  a  g a u g e  i n v a r i a n t  q u a n t i t y ,  S t i l l  d e p e n d s  

. o n  t h e  t w o  s o u r c e  s t r e n g t h s , . b u t  o n l y  t h o s e  c o . m b i n a t i o n s  o f  t h e m  

a r e  a d m i s s i b l e  w h i c h  s i m u l t a n e o u s l y  s a t i s f y  t h e  e q u a t i o n s  ( 3 . 5 9 )  

' a n d  ( 3 . 6 2 ) ,  f o r  a  g i v e n  p a i r  o f  C, a n d  C Z  . 
T h e  two  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  i n v a r i a n t s  c a n  be' b r o u g h t  

t o  a - m o r e  s i m p l e  f o r m  b y  s u b s t i t u t i o n s  

a n d  



a n d  

H e n c e  w e  c a n  w r i t e  

T h e  c h a r a c t e r  o f  t h e  s o l u t i o n s  t o  t h e  Y-M e q u a t i o n s  w i l l  g i v e  u s  

r e s t r i c t i o n s  o n  a  c h o i c e  o f  C ,  a n d  C L  . I n  o t h e r  w o r d s ,  t h e  

n u m e r - i c a l  c a l c u l a t i o n s  w i l l  s'how t h a t  t h e r e  e x i s t  c r i t i c a l  

v a l u e s  o f  t h e  s t r e n g t h  p a r a m e t e r s ,  s o  n o t  a l l  c o m b i n a t i o n s  o f  
, 

C, a n d  C L  a r e  a d m i s s i b l e  b u t  o n l j  t h o s e  w h i c h  y i e l d t h e  s t r e n g t h  

p a r a m e t e r s  a b o v e  t h e i r  c r i t i c a l  v a l u e s .  T h e  n u m e r i c a l  

c a l c u l a t i o n  w i l l  g i v e  v e r y  a c c u r a t e  v a l u e s  o f  t h e s e  c r i t i c a l  

s t r e n g t h s ,  s o  i t  w i l l  b e  s i m p l e  t o  d e t e r m i n e  t h e  s u i t a b l e  

c o m b i n a t i o n s  o f  C, a n d  C2 . 



- 
k
 

a
 

a, 
aJ 

U
 

..c 
a
 

a
 

cd 
3
 

C
 

0
 

U
 

u 
e 

w
 

r
l 

0
 
a
 

a 
a, 

a, 
a
 

U
 

0
 

m
 

4
 

h
 

a, 
m

 
3
 

a, 
a, 

'd
 

C
 

U
 

II) 

a 
0
 

0
 

U
 

d
 

w
 

a
 

(d
 

a, 
7
 

d
 

0' 
4

0
)

 
a
 

a
 

rc 
(d

 
(d

 
.r( 

m
 

u
 

(d
 

d
 

a, 
u 

k
 

0
 

a, 
-4

 
w

 
U

 
w

 
cd 

r
l 

r
l 

a
 

3
 

U
 

b
 

r
l 

l-4 
(d

 
(d

 
u
 

C
 

d
 

a
 

4
 

k
 

cd 
0
 

v 
d
 

Fc 
Fc 

a, 
(d

 
B

 
a, 

3
 

d
 

c
 d
 

r
l 

t 
a, 

c
 

s
o

*
 

U
c

m
 



R a v i n g  t w o  s o u r c e s  o f  t h e  d e l t a - f u n c t i o n  t y p e  i n  t h e  

f i n i t e  i n t e r v a l ,  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  t ' a k e  a d v a n t a g e  o f  s y m m e t r y .  

T h u s  we c h o o s e  r a d i i  o f -  d e l t a - s h e l l s  i n  t h e  s e m i - i n f i n i t e  
, . 

i n t e r v a l  i n  s u c h  way t h a t  t h e y  a r e  mapped  i n  x , = 1 / 3  a n d  x 2 = 2 / 3 .  

From t h e  p r o p e r t y  o f  t h e  d e l t a - f u n c t i o n  
-- 

( K r e i h  1 9 7 2 )  i t  i s  e a s y  t o  c a l c u l a t e  t h a t  r =1/2 a n d  r Z = 2  w i l l  
1 

b e  mapped  i n  t h e  a p p r o p r i a t e  way .  

F rom e q u a t i o n s  ( 4 . 2 )  i t  i s  e v i d e n t  t h a t  s l n c e  f "  i s  

p r ~ p o r t i ~ o n a l  t o  a d e l t a - • ’  u n c t i o n ,  f '  i s  d i s c o n t f n u o u ' s .  Upon 
\ 

i n t e g r a t i n g  t h e  f i r s t  e q u a t i o n  a r o u n d  x w e  g e t  
1 

s o  t h e  d i s c o n t i n u i t y  i s  g i v e n  b y  t h e  f o l l o w i n g  e x p r e s s L o n  

a n d  r e p e a t i n g  t h e  same c a l c u l a t i o n  w i t h  t h e  o t h e r  e q u ' a t i o n  we 

o b t a i n  

1 



A s  p o i n t e d  o u t  i n  C h a p t - e r  3 ,  t h e  a d v a n t a g e  o f  t h e  

c h o i c e  o f  t h e  s o - c a l l e d  f o r c i n g  terms i n  t h e  f o r m  o f  

d e l t a - s h e l l s  i s  i n  t h e  f a c t  t g a t  t h e  e q u a t i o n s  b e c o m e  f r e e  i n  

c o r r e s p o n d i n g  i n t e r v a l s .  B u t  some  d i f f i c u l t i e s  r e m a i n  when  t h e  

p r o b l e m  m u s t  b e  • ’ 0 - r m u l a t e d  i n  a  w a y  t h a t  t h e  n u m e r i c a l  

c a l c u l a t i o e _  c a n  b e  a p p l i e d .  Thus w e  d e f i n e  f o r  f ,  a n d  f2 f o u r  

f u n c t i o n s  i n  t h e  f o l l o w i n g  way . ,  

a n d  

T h e r e f o r e  w e  h a v e ' e n l a r g e d  t h e  s y s t e m  o f  & i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  

s i n c e  t h . e  f u n c t i o n s  qL s a t i s f y  
- 

a n d  

T h e r e f o r e ,  t h e  new s o l u t i o n  v e c t o r  now h a s  t h e  c o m p o n e n t s  

T h e  f u n c t i o n s  m u s t  b e  m a t c h e d  a t  xa1/3 a n d  x = 2 / 3  s o  t h e  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s  b e c o m e  



and ' 1 ' 1  9 % ( s ) - ~ ~ ( ~ ) = ~ Q  j %($) = Cp4c+) ; a 

T h e  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  e n e r g y  ( 3 . 4 8 )  nw+. h a s  t h e  f o r m  

I 'Sc 



I n  t h i s  s e c t i o n  we w i l l  p r e s e n t  a  v e r y  s i m p l i f i e d  

d e s c r i p t i o n  o f  t h e  g e n e r a l  p u r p o s e  c o d e  COLSYS ( C O L l o c a t i o n  f o r  

- S y s t e m s )  f o r  s o l v i n g  b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m s  f o r  m i x e d  o r d e r  

s y s t e m s  of  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  M o r e  . d e t a i l e d  

e x p l a n a t f o n s  a r e  g i v e n  i n  A s c h e r ,  C h r i s t i a n s e n  a n d  R u s s e l l  1 9 7 9 a  

a n d  1 9 7 9 b .  ' 1 

C o n s i d e r  a m i x e d  o r d e r  s y s t e m  o f  d  n o n l i n e a r  

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  o r d e r s  lcm,Lm e - .Smd<4  2 

w h e r e  
-- . 

i s  a s o l u t i o n  v e c t o r  a n d  

i s  t h e  v e c t o r  o f  u n k n o w n s  t h a t  w o u l d  r e s u l t  f r o m  c o n v e r t i n g  

( 4 . 1 3 a )  t o  a f i r s t  o r d e r  s y s t e m .  T h e  s y s t e m  i s  s u b j e c t  t o  

L 

I t  i s  o u r  p l e a s u r e  t o  p o i n t  o u t  t h a t  o n e )  o f  t h e  a u t h o r s ,  M r .  
J a n  C h r i s t t a n s e n  w i t h  his u n s e l f i s h  h e l p  made  t h i s  w o r k  
p o s s i b l e .  



n o n l i n e r  m u l t i p o i n t  s e p a r a t e d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

i 
w h e r e  f a  i s  t h e  l o c a t i o n  o f  t h e  j - t h  b o u n d a r y  ( o r  r i d e )  

c o n d i . t i o n ,  a n d  

I n  o u r ,  c a s e ,  f o r  t h e  s y s t e m  ( 4 . 2 )  e n l a r g e d  b y  t h e  d e f i n i t i o n s  
I 

( 4 . 7 )  a n d  ( 4 . 8 )  w e  h a v e :  d - 5 ,  m i - 2 ,  1 , .  . 5 ,  a - 0 ,  b'-1, P i s  

-=. e v e r y t h i n g , e x c e p t  t h e  s e c o n d  d e r i v a t i v e  i n  ( 4 . 2 ) .  I n  a d d i t i o n  

To s o l v e  ( 4 . 1 3 )  a n d  ( 4 . 1 5 )  n u m e r i c a l l y  ,' c o l l o c a t i o n  a t  

G a u s s i a n  p o i n t s  ( z e r o e s  o f  t h e  a p p r o p r i a t e  L e g e n d r e  p o l y n o m - i a l s )  

i s  a p p l i e d ,  u s i n g *  p i e c e w i s e  p o l y n o m i a l  f u n c t i o n s .  I f  i s  a  

p a r t i t i o n  of  [ a , b ]  



w h e r e  { x i )  p o i n t s  f o r m  a  mesh 

a n d  

4 a n d  . 

t h e n  a n  a p p r o p r i a t e  s o l u t i o n  i s  
3 

s u c h  t h a t  

w h e r e  C i s  t h e  c l a s s  o f  c o n t i n u o u s  f u n c t i o n s  o n  t h e  
- L Q , Q  

i n t e r v a l  [a,b] a n d  J b y  t h e  d e f i n i t i o n  

 he r e q u i r e m e n t  i s  t h a t  k>m w h e r e  k i s  t h e  number  o f  c o l l o c a t i o n  - 

p o i n t s  p e r  s u b i n t e r v a l .  

I t  i s  c o n v e n i e n t  t o  d e f i n e  t h e  c o l l o c a t i o n  p o i n t s  ' i n  

t h e  f o l l o w i n g  way 



'4 4- a+l + l h i  
2 2 ( 4 . 2 2 )  

are r o o t s  o f  t h e  L e g e n d r e  p o l y n o m i a l s  mapped i n  

e a c h  i n t e r v a l .  

T h e  c o l l o c a t i o n  e g q a t i o n s  w h i c h  v h a s  t o  s a t i s f y  a r e  

a n d  ( 4 . 1 5 ) .  T h e r e f o r e  t h e  s o l u t i o n  i s  d e t e r m i n e d  b y  r e q u i r i n g  

t h a t  i t  s a t i s f y   he d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a t  t h e  i m a g e s  o f  t h e  
I 

k z e r o s  o f  t h e  a p p r o p r i a t e  L e g e n d r e  p o l y n o m i a l s  i n  e a c h  e l e m e n t .  

T h e  n o n l i n e a r  p r o b l e m s  a r e  s o l v e d  u s i n g  t h e  Newton i t e r a t i o n .  

E r r o r  e s t i m a t e s  a r e  

a n d  a t  mesh p o i n t s  

To u s e  C O L S Y S  t h e  u s e r  m u s t  s p e c i f y  a  s e t  o f  

t o l e r a n c e s .  C O L S Y S  ..bows the u s e r  t o  s p e c i f y  d i f f e r e n t  

t o l e r a n c e s  f o r  d i f f e r z n t  c o m p o n e n t s .  

Xesh  p o i n t s  a r e  s e l e c t e d  a u t o m a t i c a l l y ,  a l t h o u g h  a n  

i n i t i a l  mesh c a n  4 s  d e f i n e d  b y  t h e  u s e r .  The mesh s e l e c t i o n  
4 



, 
p r o c e d u r e '  i s  f r e e  & t o  c h a n g e  e v e r y  i n t e r i o r  m e s h  p o i n t  d u r i n g  

r e f i n e m e n t .  T h i s  p r o v i d e s  f o r  f l e x i b l e  a d j u s t m e n t  o f  m e s h e s  t o  

i n c o r p o r a t e  ex t reme c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  s o l u t i o n  w i t h  
J 

r e l a t i v e l y  s m a l l  m e s h e s .  

F o r  i n s t a n c e ,  f o r  t h e  s o l u t i o n  G(x)' f o r  t h e  t y p e  I1 
. . 

f a m i l y ,  t h i r d  g r o u p  ( s e e  F i g . 5 . 2 1 )  w i t h  a  s h a r p  p e a k  a t  2 1 3 ,  a n d  

r a t h e r  t r r e g u l a r  s h a p e ,  t h e  m e s h  w a s  s e l e c t e d  o n  38  

-5 
s u b i n t e r v a l s ,  w i t h  e r r o r  t o l e r a n c e s  e q u a l  10 

1 

COLSYS a l l o w s  c o n t i n u a t i o n ,  i . e . ,  i t  i s  p o s s i b l e  t o  

u s e  a  f o r m e r  s o l u t i o n  a s  a n  i n i t i a l  a p p r o x i m a t i o n  f o r  t h e  

c u r r e n t  n o n l i n e a r  i t e r a t i o n  w i t h  t h e  p o s s i b l e  c h o i c e  o f  mesh :  

e i t h e r  f i r s t  m e s h  f o r  t h e  c u r r e n t  p r , o b l e m  Is  c o n s t r u . c t e d  f r o m  

e v e r y  s e c o n d  p o i n t  o f  t h e  f i n a l  mesh  f o r  t h e  f o r m e r  p r o b l e m ,  o r  

t h e  m e s h e s  a r e  i d e n t i c a l . ,  t 

An i m p o r t a n t  f e a t u r e  o f  C O L S Y S  i s  t h a t  t h e  a p p r o p r i a t e  

s o l u t i o n  v a l u e s  a t  a n y  p o i n t s ,  a n d  h e n c e  s o l u t i o n  p l o t s  a r e  

r e a d i l y  a v a i l a b l e .  P l o t s  w i t h  h i g h  r 7 e s o l u t i o n  a s  t h o s e  i n  
< 

C h a p t e r  5 c a n  b e  e a s i l y  g e n e r a t e d  by  u s i n g  mesh  p o i n t s  p l u s  a  

s u f f i c i e n t  n u m b e r  o f  e q u a l l y  s p a c e d  p o i n t s  ( 5 0 0  i n  o u r  e a s e ) .  



, ,  

V. RESULTS 

%s 

T h e  f i n i t e  e n e r g y  S U ( 3 ) ,  s t a t ' i c ,  s p h e r i c a l l y  . s y m m e t r i c  

s o l u t i o n s  c o r r e s p a n d i n g  t o  o u r  A n s a t z e  ( 3 . 3 9 ) a n d  ( 3 . $ 6 )  f o r  t h e  

g a u g e  f i , e l d s  i n  Che  p r e s e n c e  o f  s o u r c e s  o f  t h e  f o r m  ( 3 . 3 8 )  

s a t i s f y  t h e  c o u p l e d  n o n - l i n e a r  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  

( 3 . 4 7 a ,  47b  a n d  4 7 c ) ,  i n  t h e  r a d i a l  c o o r d i n a t e  r .  T h e i r  e n e r g y  

i s  g i v e n  by ( 3 . 4 8 )  o r  e q u i v a l e n t l y ,  by  ( 3 . 4 9 ) .  

 h he d i f f e r e n t i a l  - e q u a t i o n s  a r e  s u p p l e m e n t e d  b y  t h e  

b o u n d a r y  c o n d i t i d n s  ( 3 . 5 0 )  a n d  ( 3 . 5 1 ) .  

We h a v e  n o t  s u c c e e d e d  i n  o b t a i n i n g  a n a l y t i c  s o l u t i o n s  

t o  t h e s e  e q u a t i o n s  f o r  a n y  r e a s o n a b l e  c h o i c e  o f  t h e  s o u r c e  

s t r e n g t h  c h a r a c t e r i z e d  b y  t h e  f u n c t i o n s  q , ( r )  a n d  q e ( r ) .  H o w e v e r  

w e  h a v e  o b t a i n e d  v e r y  i n t e r e s t i n g  r e s u l t s  b y  $ n u m e r i c a l  

t e c h n i q u e s .  T h e s e  r e s u l t s .  f o r m  t h e  s u b j e c t  m a t t e r  o f  t h i s  

%. -7 

c h a p t e r .  - <s 

A l l  r e s u l t s  b e l o w  a r e  f o r  e x t e n d e d  S U ( 3 )  s t a t i c  s o u r c e  

o f  t h e  d e l t a - s h e l l  t y p e .  T h e s e  a r e  t a k e n  t o  b e  

a n d  



W e  r e m a r k  t h a t  t h e  s t a t i c  n o n - A b e l i a n  s o u r c e  i s  c h a r a c t e r i z e d  b y  

t w o  p a r a m e t e r s  Q a n d  R a n d  t h e s e  d o  n o t  r e p r e s e n t  t w o  d i f f e r e n t  

s o u r c e s  a s  o n e  w i l l  o b t a i n  f o r  A b e l i a n  s o u r c e s .  T h e  s o l u t i o n s  

a r e  p r e s e n t e d  a s  f u n c t i o n s  o f  Q a n d  R. L e t  u s  r e c a l l  t h a t  t h e r e  

a r e  t w o  d i s t i n c t  t y p e s  o f  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s "  i m p o s e d  o n  t h e  
i 

s p a t i a l  c o m p o n e n t s  Aob o f  t h e  g a u g e  p o t e n t i a l .  F o r  t y p e - I  

w h i l e  f o r  t y p e - I 1  s o l u t i o n s  

w h i c h  i s  a n o n - t r i v i a l  p u r e  g a u g e ,  i . e . ,  i t  i s  n o t  h o m o t o p i c a l l y  

e q u i v a l e n t  t o  z e r o  g a u g e  p o t e n t i a l .  

T h i s  c h a p t e r  i s  o r g a n i z e d  a s  f o l l o w s :  i n  s e c t i o n  5.1 

t y p e - I  s o l u t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  f o r  v a r i o u s  c o m b i n a t i o n s  o f  Q a n d  

R a n d  t h e i r  e n e r g y  c o n t e n t  i s  p l o t t e d .  

I n  s e c t i o n  5 . 2  t h e  m o r e  i n t e r e g t i n g  t y p e - 1 1  

a n d  t h e i r  p r o p e r t i e s  a r e  d i s c u s s e d .  



' - 5 . 1  T Y P E - I  SOLUTIONS 

A s  e x p l a i n e d  i n .  C h a p t e r  4 ,  che s e m i - i n f i n i t e  i n t e r v a l  

[ O , o 0 )  i n  r i s  mapped o n  t o  u n i t  c i r c l e  [0,11 i n  t h e  v a r i a b l e  x .  

T h e  ' r a d i i  . r ,  a n d  r o f  t h e  t w o  d e l t a - s h e l l s  o f  s t r e n g t h s  Q a n d  

R r e s p e c t i v e l y  a r e  t a k e n  t o  b e  x = 1 / 3  f o r  Q a n d  x Z 1 2 / 3  f o r  R. 
1 . . 

F i g u r e s  5 . 1  a n d  5 . 2  show t h e  b e h a v i o u r  o f  G ( x )  ( w h i c h  

i s  t h e  r a d i a l  p a r t  o f  f o r  d i f f e r e n t  ' v a l u e s  o f  t h e  

s t r e n g t h  c o m b i n a t i o n  ( Q , R ) .  



F i g . 5 . 1  S o l u t i o n s  f o r  G(x) of  t y p e - I  f a m i l y  (Q f i x e d  a t  1 2 . 0 )  

B 

I n  F i g . 5 . 1  G(x) i s  d i s p l a y e d  f o r  t h e  f o l l o w i n g  s t r e n g t h  
Y 

c o m b i n a t i o n s ,  s t a r t i n g  f  r am t h e  l o w e s t  c u r v e :  ( 1 2  00 90 - 0 )  

( l Z = O , O . 5 ) ,  ( 1 2 . 0 , 1 . 0 ) ,  ( 1 2 . 0 , 1 . 5 )  a n d  ( 1 2 . 0 , 2 . 0 ) .  



F i g . 5 . 2  S o l u t i o n s  f o r  G ( x )  of t y p e - I  f a m i l y  (R f i x e d  a t  1 2 . 0 )  

L. 

F o r  F i g . 5 . 2  d a t a  a r e :  ( 0 . 0 , 1 2 . 0 ) ,  ( 4 . 0 , 1 2 . 0 ) ,  ( 1 2 . 0 , 1 2 = 0 ) ,  

( 2 0 . 0 , 1 2 - 0 )  a n d .  ( 3 6 . 0 , 1 2 = 0 ) ,  s t a r t i n g  f r o m  t h e  l o w e s t  c u r v e .  

T h e  b e h a v i o u r  of  f ,  ( x )  a n d  f 2  ( x )  w h i c h  c h a r a c t e r i z e  

t h e  S O ( 3 )  a n d  S U ( 3 ) / S 0 ( 3 )  p a r t s  o f  t h e  s c a l a r  p a r t  o f  A rC ab o f  

t h e  g a u g e  p o t e n t i a l  a r e  a n d  5 . 4 ,  a g a i n  f o r  

d i f f e r e n t  (Q , R )  c o m b i n a t i o n s .  - 

49 



We n o t e  t h a t  f 2 ( x )  i s  i d e n t i c a l l y  z e r o  f o r  R = O  a n d  Q 

a r b i t r a r y .  T h i s  c a n  b e  e a s i l y  i n f e r r e d  f r o m  t h e  e q u a t i o n s  o f  
tr 

m o t i o n  ( 3 . 4 7 ) .  This of  c o u r s e  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  S O ( 3 )  e m b e d d i n g  

i n  SU(3) a n d  t h i s  i s  i d e n t i c a l  t o  t h e  s o l u t i o n s  f o r  SU(2) 

p r e v i o u s l y  f o u n d  b y  J a c k i w ,  J a c o b s  a n d  R e b b i  ( 1 9 7 9 ) .  

F i g . 5 . 3  f l  (x) f o r  f i x e d  4 - 1 2 . 0  

. . 

T h e  f i v e  s o l u t i o n s  c o r r e s p o n d  t o  t h e  f o l l o w i n g  c o m b i n a t i o n s :  

( 2 , O  ( 1 2 . , 1 . 0 ) ,  ( 1 2 . , 1 . 5 )  ( 1 2 . , 2 . 0 )  a n d  ( 1 2 . , 1 2 . ) ,  s t a r t i n g  

f r o m  t h e  h i g h e s t  c u r v e .  

I 



T h e r e  c o k r e s p o n d  t w o  c u r v e s  ( l o w e r )  a n d  

F i g . 5 . 4  f 2 ( x )  f o r  f i x e d  R-12 .0  

Q"36 w i t h  f i x e d  

I t  i s  w o r t h  r e m a r k i n g  t h a t  t h e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  

s o l u t i o n s  o n  Q a n d  R i s  s o m e w h a t  a s y m m e t r i c .  T h i s  a r i s e s  f o r  t h e  

f o l l o w i n g  r e a s o n :  when o n e  t r a n s f o r m s  f r o m  t h e  v a r i a b l e  r t o  x ,  
> 

t h e r e  a r i s e  e x t r a  f a c t o r s  i n  f r o n t - a f  t h e  d e l t a  s h e l l  s o u r c e s  a s  



e x p l a i n e d  in C h a p t e r  4. T h e  q u a d r u p o l e - l i k e  s o u r c e  d e s c r i b e d  b y  

R g e t s  m u l t i p l i e d  by  a  l a r g e r  f a c t o r  ( d u e  t o  i t s  b e i n g  p l a c e d  a t  

x = 2 / 3 ) ,  t h a n  t h e  m o n o p o l e  t e r m .  

E n e r g i e s  o f  t h e s e  s o l u t i o n s  a r e  p l o t t e d  in F i g . 5 . 5 .  

Strength 

F i g . 5 . 5  E n e r g y  v s .  s t r e n g t h  o f  t y p e - I  family 



These are computed from formula ( 3 . 4 8 )  in units of 4 1 / a 2  . 
---T L 

\ ~ n e r ~ ~  is a gauge invariant quantity. Itris plotted 

L, 
here as a function of Q and R .  Even though they are by 

+? 

themselves not a priori gauge invariant, the discussion in 

Chapter 3 on the Casimir invariants of S U ( 3 )  shows that since 

c2 is proportional to R hence R is gauge invariant. Hence Q 

can also be used as gauge invariant object, instead of C, . 



$ . 
5 . 2  TYPE-I1 SOLUTIONS - 

- .  

S o l u t i o n s  o f  t h i s  t y p e  w h i c h  d i f f e r  f o r m  t h e  o n e s  i n  
I 

t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  i n  t h e i r  a s y m p t o t i c  b e h a v i o u r ,  s h o w e d  

s u p r i s i n g l y  r e m a r k a b l e  p r o p e r t i e s .  N u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s  

y i e l d e d  s i x  d i f f e r e n t  s e t s  o f  s o l u t i o n s  f o r  a  g i v e n  c o m b i n a t i o n  

o f  Q a n d  R .  A l J  t h e s e  s o l u t i o n s  e x i s t  o n l y  f o r  s u f f i c i e n t l y  

s t r o n g  s o u r c e s .  B e l o w  a  c r i t i c a l  v a l u e  o f  Q o r  R o r  b o t h  Q a n d  

1" 
R ,  s o l u t i o n s  c e a s e  t o  e x i s t .  F o r  , Q  a n d  R g r e a t e r  t h a n  t h e  

c r i t i c a l  v a l u e s ,  s o l u t i o n s  b i f u r c a t e ,  i . e . ,  t h e r e  e x i s t  t w o  

b r a n c h e s  of  s o l u t i o n s  w h i c h  h a v e  d i f f e r e n t  e n e r g i e s  f o r  a  g i v e n  
1 

c o m b i n a t i o n  o f  Q a n d  R .  I n  t h e  c a s e  o f  S U ( 2 )  we r e p r o d u c e  t h e  

r e s u l t s  o f  J a c k i w ,  J a c o b s  a n d  R e b b i  ( 1 9 7 9 )  t o  b e t t e r  p r e c i s i o n .  

I n  t h i s  c a s e  R = O  a n d  t h e r e  e x i s t s  o n l y  o n e  c r i t i c a l  s o u r c e  . 
s t r e n g t h  QC. H o w e v e r  when b o t h  Q a n d  R a r e  d i f f e r e n t  f r o m  z e r o ,  

we o b s e r v e  many m o r e  b i f u r c a t i n g  s o l u t i o n s s  We t r y  t o  

s y s t e m a t i z e  t h e s e  s o l u t i o n s  b e l o w .  

T y p e - 1 1  s o l u t , i o n s  d i v i d e  i n t o  t h r e e  g r o u p s .  

a .  T h e  f i r s t  g r o u p  c o n t a i n s  t w o  s o l u t i o n s  f o r  a g i v e n  v a l u e  

o f  Q a n d  R .  T h e  s o l u t i o n s  r e d u c e  t o  SU(2) s o l u t i o n s  

m e n t i o n e d  a b o v e  a s  R t e n d s  t o  z e r o .  T h e s e  s o l u t i o n s  a r e  
- 

c h a r a c t e r i z e d  by t h e  e x i s t e n c e  o f  a  c r i t i c a l  v a l u e  o f  Q 

w h i c h  c h a n g e s  a s  R  i s  v a r i e d .  



b .  The s e c o n d  g r o u p  a g a i n  c o n t a i n s  two  s o l u t i o n s  f o r  g i v e n  

( Q , R ) ,  b u t  t h e y  a r e  d i f f e r e n t  f r o m  t h e  g r o u ' ~ - o n e  

s o l u t i o n s  - b y  n o t  o n l y  h a v i n g  d i f - f e r e n t  e n e r g y  - c o n t e n t :  

t h e y  a r e  c h a r a c t e r i z e d  by a  c r i t i c a l  v a l u e  i n  R 3  w h i c h  

e x i s t s  f o r  e v e r y  Q. H e n c e  t h e s e  s o l u t i o n s  h a v e  n o  SU(2) 

c o u n t e r p a r t s .  I n  f a c t  t h e s e  a r e  g e n u i n e  S U ( 3 )  s o l u t i o n s  

w h i c h  we have  d i s c o v e r e d ,  a s  f a r  a s  w e  know, for t h e  
. 

f i r s t  t i m e .  A g a i n  f o r  R"RC t h e  s o l u t i o n s  b i f u r c a t e .  

c .  I n  t h , i s  g r o u p  s o l u t i o n s  c e a s e  t o  e x i s t  f o r  

( Q , R )  c ( Q c  , R C  ) , c o n t r a r y  t o  p r e v i o - u s  c a s e s  w h e r e  t h e r e  
-- - 

e x i s t s  o n l y  o n e  c r i t i c a l  s t r e n g t h  e i t h e r  i n  Q o r  i n  R. 

F o r  e v e r y  R > R C  t h e r e  a r e  two s e p a r a t e  b r a n c h e s  o f  

s o l u t i o n s  f o r  Q > Q c  . R c  'S a r e  d i f f e r e n t  f o r  t h e  two 

b r a n c h e s ,  a n d  s o l u t i o n s  s i m p l y  t e r a i n a t e  a t  R = R c .  F o r  

R > R c  a s  Q a p p r o a c h e s  Q c t h e  s o l u t i o n s  c o i m i d e .  '. 
T h e r e f o r e ,  t h i s  i s  a n o t h e r  p a i r  o f  g e n u i n e  . S U ( 3 )  

s o l u t i o n s  w h i c h  w e  h a v e  d i s c o v e r e d ,  w i t h  n o  l o w e r  

s y m m e t r y  c o u n t e r p a r t .  

- We e l a b o r a t e  o n  t h e s e  s o l u t i o n s  now. 



5 . 2 . 1  T y p e - I 1  F i r s t  g r o u p  s o l u t i o n s  

I n  a l l  t h e  c a l c u l a t i o n s  t h e  r a d i i  o f  d e l t a  s h e l l s  a r e  

t a k e n  a s  f o r  t y p e - I  s o l u t i o n s  t o  b e  1 / 3  a n d  2 / 3  f o r  Q a n d  R 

I 
r e s p e c t i v e l y .  W e  t a k e  an  a p p r o p r i a t e  v a l u e  f o r  Q a n d  R a n d  

c h a n g e  o n e  o f  t h e s e ,  ' s a y  Q ,  w h i l e  t h e  o t h e r  i s  k e p t  f i x e d .  T h i s  

way we f o u n d  t h a t  t h e r e  e x i s t s  a  QC. F o r  e v e r y  . v a l u e  of  t h e  p a i r  

(Q>Qc ,R) w e  f o u n d  t w o  d i s t i n c t  s e t s  -of s o l u t i o n s  w h i c h  m e r g e  
- 

L 

i n t o  o n e  a s  Q t e n d s  t o  QC. When R i s  c o n t i n u o u s l y  v a r i e d  w e  f i n d  ' 

t h a t  i n  t h e  l i m i t  o f  R + O  w e  r e p r o d u c e  t h e  s o l u t i o n  o f  J a c k i w  

a n d  c o l l a b o r a t o r s .  

I n  F i g . 5 . 6  we h a v e  p l o t t e d  G ( x )  f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  

of  Q ( f o r  a  f i x e d  R = 1 2 . 0 ) ,  a s  a f u n c t i o n  o f  x .  



F i g . 5 . 6  G(x) f o r  t h e  g r o u p  o n e  o f  t y p e - I 1  f a m i l y  (R f i x e d  a t  
1 2 . 0 )  

T h e  c r i t i c a l  v a l u e  Q f o r  t h i s  c a s e  i s  1 1 . 2 3 6 .  To t h a t  

c d m b i n a t i o n  c o r r e s p o n d s  t h e  f o u r t h  c u r v e  f r o m  t h e  a b o v e  i n  t h e  
I 

f i g u r e .  The  . c u r v e s  i n  F i g . 5 . 6  c o r r e s p o n d  t o  t h e  

c o n f i g u r a t  i o n - s t  r e n g t h  - c o m b i n a t  i o n s  w i t h  t h e  c o r r e s p o n d i n g  

e n e r g i e s :  
, . Q ~ 2 0  a ' ,  R = 1 2 . ,  E 1 1 1 6 . 7 7 4  

Q = 1 4 . ,  R = 1 2 . ,  E a 9 5 . 3 7 7  



- 
We c a n  e x p l o i t  t h e  b e h a v i o u r  o f  t h e  f u n c t i o n  G ( x )  t o  

e s t a b l i s h  a  m e t h o d  f o r  f i n d i n g  a s e c . o n d  b r a n c h -  s o l u t i o n  o n c e  t h e  

f i r s t  h a s  b e e n  f o u n d .  * 

S u p p o s e  w e  h a v e  f o u n d  a s o l u t i o n  w h i c h  i s  s u s p e c t e d  t o  

h a v e  a  mate s i n c e  t h e r e  i s  a c r i t i c a l  s t r e n g t h  b e l o w  w h i c h  t h e  

s o l u t i o n  d o e s  n o t  e x i s t .  S u p p o s e  t h a t  t h i s  i s  t h e  s o l u t i o n  w h i c h  

c o r r e s p o n d s  t o  c u r v e s  1 , 2 , 3  a n d  4 i n  F i g . 5 . 6 .  I n  t h e  r e g i o n  

N 
a b o u t  x o = 0 . 2  we c a n  s e e  t h a t  G ( x , )  d e c r  a s e s  a s  Q a p p r o a c h e s  Q c ,  8\, 

3 a n d  t h a t  t h e  r e g i o n  b e l o w  t h e  c u r v e  c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  

c r i t i c a l .  s t r e n g t h  i s  " f o r b i d d e n " .  W e  now e n l a r g e  t h e  s y s t e m  o f  

d i f f e r e n t t a l  e q u a t i o n s  b y  p u t t i n g  

a n d  i m p o s e  a n  a d d i t i o n a l  b o u n d a r y  c o n d i t i o n - b y  r e q u i r i n g  t h a t  
,' - 

G ( x )  a t  t h e  p o i n t  x, h a s  a  v a l u e .  i n  t h e  f o r b i d d ' e n  r e g i o n  ( f o r  

i n s t a n c e ,  G ( x o  ) = 0 . 0  i n  t h e  c a s e  f r o m  F i g . 5 . 6 ) .  I n  o t h e r  w o r d s ,  

we f o r c e  a . s u p p o s e d  s o l u t i o n  t o  p a s s  t h r o u g h  t h e  p o i n t  w h i c h  i s  

n o t  a l l o w e d  f o r  t h e  s o l u t i o n s  w e  a l r e a d y  h a v e .  H e n c e ,  we l e t  

C o l s y s  d e t e r m i n e  a n  a d d i t i o n a l  " f u n c t i o n "  Q ,  p l u s  t h e  new 

s o l u t i o n  v e c t o r ,  " s i m i l a r "  t o  t h e  e x i s t i n g  o n e  b u t  o n  t h e  o t h e r  



b r a n c h .  I f  a n  i n i t i a l  a p p r o x i m a t i o n  i s  g o o d  e n o u g h  ( i t  i s  

c o n v e n i e n t  t o  t a k e  t h e  s o l u t i o n  v e c t o r  f o r  t h e  i n i t i a l  

a p p r o x i m a t i o n  n o t  f a r  f r o m  t h e  , c r i t i c a l  p o i n t )  a n d  t h e  

a d d i t i o n a l  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  i s  c a r e f u l l y  c h o s e n  ( n o t  t o o  f a r  

f r o m  t h e  c r i c i c a l  v a l u e )  t h e  m e t h o d  t u r n s  o u t  t o  b e  f e a s i b l e .  

f ,  (x) a n d  F Z ( x )  a r e  p l o t t e d  i n  F i g . 5 . 7  a s  f u n c t i o p s  of  

x  f o r  t h e  s a m e  s o u r c e  s t r e n g t h s  a s  u s e d  t o  p l o t  G(x). 

F i g . 5 . 7  f ,  ( x )  a n d  f 2  ( x )  s o l u t i o n s  f o r  t h e  t y p e  I1 f a m i l y  (R 
f i x e d  a t  1 2 . 0 )  

I n  F i g . 5 . 7  t h e r e  a r e  5 s o l u t i o n s  f o r  f ,  ( x )  shown f o r  t h e  

f o l l o w i n g  v a l u e s  o f  Q :  1 4 . 0  ( E n e r g y = 9 4 . 0 4 7 ) ,  1 2 . 0  ( ~ = 8 9 . 6 0 3 ) ,  

1 1 . 3  - c r i t i c a l  s t r e n g t h  ( E = 8 ' 7 . 7 9 4 ) ,  1 2 . 0  ( E = 8 9 . 4 1 7 )  a n d  1 4 . 0  



\ 

1 
( E - 9 5 . 3 7 7 ) .  f Z  (x) i s  d i s p l a y e d  f o r  9 - 2 0 . 0  w i t h  t h e  u p p e r  b r a n c h  

e n e r g y  b e i n g  1 1 6 . 7 7 4  a n d  t h e  l o w e r  b r a n c h  e h e r g y  b e i n g  1 0 8 . 8 0 3 .  

T h e  s o l u t i o n s  s h o w n  i n  F i g s . 5 . 6  a n d  5 . 7  a r e  c a l c u l a t e d  

f o r  t h e  f o l l o w i n g  two. f i s g u r e s  Q s t r e n g t h  i s  f i x e d ,  

a n d  s o l u t i o n s  a r e  p l o t t e d  a s  f u n c t i o n s  o f  x f o r  d i f f e r e n t  Q's. 

G(x) 

F i g . 5 . 8  G ( x )  s o l u t i o n s  f o r  t h e  g r o u p  o n e ,  t y p e  I1 f a m i l y  (Q 
f i x e d  a t  1 2 . 0 )  

A c a r e f u l 1  e x a m i n a t i o n  w i l l  s h o w  t h a t  t h e r e  a r e  6 s o l u t i o n s  

d i s p l a y e d  i n  F i g . 5 . 8  w h i c h  a r e  d i v i d e d  i n  p a i r s  i n  t h e  r e g i o n  

x C 0 . 5  c o r r e s p o n d i n g  t o  t w o  d i f f e r e n t  b r a n c h  s o l u t i o n s  I n  t h e  



* 

r e g i o n  x > 0 . 5  t h e y  a r e  g r o u p e d  i n  a t r i p l e t  a c c o r d i n g  t o  t h r e e  R 

s t r e n g t h s ,  1 0 , 1 2  a n d  1 4 .  

F i g . 5 . 9  f ,  ( x )  a n d  f 2 ( x )  o f  t y p e - I 1  f a m i l y ,  f i r s t  g r o u p  (Q f i x e d  
a t  1 2 . 0 )  

Two p a i r s  o f  f q  ( x )  a r e  s h o w n  f o r  ( Q , R ) = ( 1 0 . 0 , 1 2 . 0 )  a n d  

( 2 0 . 0 , 1 2 . 0 )  r e s p e c t i v e l y .  f Z ( x )  i s  p l o t t e d  f o r  R-12.0 a n d  2 0 . 0 .  

T h e  t y p i c a l  e n e r g y  d e p e n d e n c e  o n  Q a n d  R i s  shown i n  

F i g . 5 . 1 0  a n d  5 . 1 1 .  

I n  F i g . 5 . 1 0  E i s  p l o t t e d  as a  f u n c t i o n  o f  Q .  R i s  

f i x e d  a t  1 2 . 0 .  T h e  e n e r g y  b i f u r c a t e s  a t  Q C = 1 1 . 2 3 6 .  F o r  

c o m p a r i s o n  we h a v e  p l o t t e d  t h e .  e n e r g y  of  t y p e - I  s o l u t i o n s  i h  t h e  , 



s a m e  g r a p h .  We n o t e  t h a t  t y p e - I 1  s o l u t i o n s  h a v e  h i g h e r  e n e r g y  

d 

f o r  a l l  v a l u e s  of  Q. 

- LOO 

F i g . 5 . 1 0  ~ n e r g ~  v s .  Q of t y p e - I  and  t y p e - 1 1 ,  g r o u p  o n e  s o l u t i o n s  
( R  i s  f i x e d  a t  1 2 . 0 )  

I n  F i g . 5 . 1 1  we e x h i b i t  t h e  b e h a v i o u r  o f  E 'as a 

f u n c t i o n  of  R when Q i s  f i x e d  a t  1 2 . 0 .  T h e r e  a r e  t h r e e - p a r a b o l i c  

s h a p e d  c u r v e s ,  a n d  c u s p - l i k e  b e h a v i o u r  o f  E f r o m  F i g . 5 . 1 0  



E v i d e n t l y ,  t h e  e n e r g y  i s  d e f i n e d  f o r  a l l  v a l u e s  o f  R. Fa 

f i x e d  v a l u e  o f  9-12.0 t h e r e  a r e  two d i f f e r e n t  p a r a b o l i c  

r t h e  

-1 ik .e  

c u r v e s  w h i c h  a r e  a l m o s t  i d e n t i c a l  ( a t  l e a s t  i n  t h e  f i g u r e )  

Q -11.23632812 f o r  R-12.0 a n d  t h e  e n e r g y  d . i f f e r e n c e  b e t w e  t h e  4 
u p p e r  a n d  t h e  l o w e r  b r a n c h  i s  v e r y  s m a l l :  

T h e s e  two  c u r v e s  a r e  p r e s e n t e d  by t h e  l o w e s t  p a r a b o l a .  Two o t h e r  
, 

c u r v e s  d e s c r i b e  E v s .  R f o r  Qm20.0. 

E n e r g y  s t r e n g t h  f o r  t h e  g r o u p  o n e  o f  f a m i l y  



By m o v i n g  t h e  d e l t a - s h e l l s  a l o n g  t h e  x a x i s ,  w e  c a n  b r i n g  b o t h  Q 

a n d  R o n  t h e  s a m e  d e l t a - s h e l l .  Due t o  t h e  s y m m e t r y  o f  t h e  u n i t  

i n t e r v a l ,  w e  c h o o s e  t h e  r a d i u s  o f  t h e  d e l t a  s h e l l . a s  0 . 5 .  

S o l u t i o n s  a r e  p r e s e n t e d  i n  F i g u r e s  5 . 1 2 ,  5 . 1 3  a n d  5 . 1 4 .  

' G ( d  

F i g . - 5 . 1 2  G(x) f o r  s i n g l e  d e l t a - s h e l l  d i s t r i b u t i o n ;  g r o u p  o n e ,  
t y p e - 1 1  s o l u t i o n s  

We h a v e  a g a i n  two s e t s  o f  s o l u t i o n s  f o r  t h e  same c o m b i n a t i o n  o f  
-. - ~ 

Q a n d  R a s  b e f o r e .  

The  c u r v e s  d i s p l a y e d  i n  t h e  f i g u r e s  a r e  r e s u i t s  f o r  

t h e  ( Q , R )  c o m b i n a t i o n s :  ( l 6 . O , l 2 . O ) ,  ( 1 2 . 0 , 1 2 . 0 ) ,  ( 5 . 0 , 1 2 . 0 )  a n d  



( 1 2 . 0 , 5 . 0 ) .  From d a t a  i s  e v i d e n t  t h a t  QCis n o t  a n y  m o r e  1 1 . 2 3 6 :  

c r i t i c a l  v a l u e  g o e s  down when  t h e  r a d i u s  o f  a d e l t a - s h e l l  o v e r  

w h i c h  a c o r r e s p o n d i n g  c h a r g e  i s  d i s t r i b u t e d  i n c r e a s e s .  

Fig. 5 . 1 3  f  , (x) f o r  s i n g l e  d e l t a - s h e l l  d i s t r i b u t i o n ;  g r o u p  o n e ,  
t y p e - I 1  s o l u t i o n s  

I n  t h e i r  a n a l y s i s  f o r  SU(2) g a u g e  g r o u p ,  J a c k i w ,  J a c o b s  a n d  

R e b b i  c o m p u t e d  t h e i r  s o l u t i o n s  w i t h  t h e  r a d i u s  o f  Q a s  x-0.5. 



0.0 0.5 1.0 

Fig.5.14 f (x) f o r  single delta-shell distribution; group one, 

type-I1 solutions 

As a check, w e  found that for R = O ,  our results are in excellent 

agreement with theirs. T h i s  provides a nice check on the 
Jb. 

numerical accuracy. 

I n  order to investigate h o w  the energy depends on the 

distance between delta-shells, w e  fix a position of the monopole 
6 



c h a r g e  c o n t r i b u t i o n  a n d  move t h e  q u a d r u p o l e  a l o n g  t h e  x a x i s .  

T h e  s t r e n g t h  p a r a m e t e r s  m u s t  b e  c h o s e n  c a r e f u l l y  b e c a u s e ,  a s  we 

p o i n t e d  o u t  b e f o r e ,  t h e  c r i t i c a l  s t r e n g t h  d e p e n d s  o n  t h e  r a d i u s  

o f  t h e  s h e l l .  
\ 

F o r  ( Q , R )  e q u a l  ( 1 2 , 1 2 )  a n d  f o r  x = 1 / 3  t h e  e n e r g y  
1 

- d e p e n d e n c e  i s  c r u d e l y  d r a w n  i n  t h e  f o l l o w i n g  f i g u r e .  

F i g . 5 . 1 5  E n e r g y  v s .  d i s t a n c e  b e t w e e n  d e l t a - s h e l l s  

T h i s  i s  t h e  t y p i c a l  e n e r g y  b e h a v i o u r  a n d  t h i s  c a l c u l a t i o n  w i l l  

\ 



L 

n o t  b e  r e p e a t e d  f o r  t h e  o t h e r  g r o u p s  s i n c e  i t  d o e s  n o t  g i v e ,  

t h e r e ,  a n y  new f e a t u r e .  

The  t o t a l  e n e r g y  o f  t h e  s o l u t i o n s  i n c r e a s e s  w i t h  

r e l a t i v e  d i s t a . n c e .  %s i s  a n  i n d i c a t i o n  o f  t h e  f a c t  t h a t  t h e  
--_r_ 0, 

s o l u t i o n s  h a v e  l a r g e r  s p a t i a l  e x t e n t  a b ( o n e  o f  t h e  s o u r c e s  i s  

moved f u r t h e r  f r o m  t h e  o r i g i n .  
\Q 



5 . 2 . 2  Typ,e I1 - s e c o n d  g r o u p  

T h e  p r o b l e m  s e t u p  i s  a s  b e f o r e :  r a d i i  a r e  1 1 3  a n d  2 1 3 ,  

b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  a y e  a s  f o r  g r o u p - o n e  a n d  4 1 1 2 ,  k i 1 2 .  B u t  

t h e r e  i s  -a d i f f e r e n c e  w h i c h  g i v e s  t h e  s o l u t i o n s  o f  t h i s  g r o a p  

q u i t e  a , d i f f e r e n t  c h a r a c t e r :  i n s t e a d  o f  h a v i n g  a QC, t h e  

s o l u t i o n s  e x i s t  f o r  e v e r y  Q .  B u t  t h e r e  i s  a  Rc, b a s i c a l l y  w i t h  

t h e ' s a m e  c o n s e q u e n c e s :  s o l u t i o n s  s p l i t  and t h e  e n e r g y  b i f u r c a t e s  

' T h e r e f o r e  t h e r ' e  i s  n o  p o s s i b i l i t y  o f  o b t a i n i n g  t h e  - 
l o w e r  s y m m e t r y  i . e . ,  SU(2) s i t u a t i o n  a s  w a s  t h e  c a s e  f o r  t h e  

so 
g r o u p  o n e  s o l u t i o n s .  H o w e v e r ,  by c o n t i n u i n g  Q t o  z e r o  w e  g e t  a  

II c o s e t - s y m m e t r y " ,  t h e  c a s e  when o n l y  t h e  q u a d r u p o l e  c o n t r i b u t i o n  

J' 

r e m a i n s .  

d e p e n d e n c e  i s  w e a k ,  a s  c a n  b e  s e e n  f r o m  T a b l e  5 . 1 .  

T a b l e  5 . 1  Rc depe 'ndence  u p o n  Q , 



I 

T h e  m o s t  s i g n i f i c a n t  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  s o l u t i o n s  f o r  

t h e  t y p e  I a n d  t y p e  I1 f a m i l y  c a n  b e  s e e n  b y  l o o k i n g  a t  G ( x - ) . . 3 n  
-4 

Fig. 5 . 1 6  a n d  5 . 1 7  G ( x )  i s  s h o w n  f o r  d i f f e r e n t  s e q u e n c e  o f  

s t r e n g t h s .  

F i g . 5 . 1 6  G(x) o f  t y p e - I 1  f a m i l y ,  g r o u p  two ( R  f i x e d - a t  1 2 . 0 )  

I n  F i g . 5 . 1 6  s o l u t i o n s  are d i s p l a y e d  f o r  Q e y u a l s :  0 . 0 ,  1 2 . 0 ,  
i 

2 0 . 0  a n d  30 .0 .  ( s t a r t i n g  f r o m  t h e  l o w e s t  c u r v e 3 . n  f o g i o n  ~ 2 0 . 5 ) .  

I t  i s  e a s y  t o  r e c o g n i z e  p a i r s  o f  s o l u t i o n s  w h i c h  g i v e  u p p e r  a n d  



l ower  , e n e r g i e s :  a t  . t h e  p o i n t  x z 0 . 2 5  mates  s t e m  from t h e  same - 

l i n e  ( e x c e p t  t h e  s o l u t i o d s  f o r  Q - 0 ) .  A l l  t h e s e  s o l u t i o n s  a l m o s t  
a s  

I - c o - i n c i d e  i n  t h e  r e g i o n  where t h e  quadrupo le  c o n t r i b u t i o n  i s  

dominant .  

T h i s  i s  b o t  t h e  d a s e  when.R c h a n g e s ,  a s  i s  shown i n  

3 

: Here w e  have s e v e n  s o l u t t o n s  f o r  Q f i x e d  a t ' 1 2 . 0 -  For t h i s  vaque  
, " 



o f  Q ,  RC - 1 . 8 1 2 0  a n d  t h e  c u r v e  i n  t h e  m i d d l e  i n  F i g . 5 . 1 7  i s  t h e  

s o l u t i o n  f o r  t h i s  c o m b i n a t i o n .  A t  ~ 2 0 . 7 5  o n e  c a n  r e c o g n i z e  w h i c h  
1 

p a i r  b e l o n g s  t o  a g i v e n  (Q,R) .  R v a l u e s  d e p i c t e d  i n  t h e  f i g u r e  

a r e  1 . 8 2 ,  4 . 0 ,  8 .0  a n d  1 2 . 0 .  

I n  t h e  n e x t  two f i g u r e s  f  ( x )  a n d  f 2 ( x )  a r e  shown.  
1. 

~ i ~ . 5 . 1 8  f ,  (;) o f  t y p e - I 1  f a m i l y ,  g r o u p  two  (Q f i x e d  a t  1 2 . 0 )  

;'/ 

T h e i r  s h a p e s  a r e  s i m i l a r  t o  t h e  s o l u t i o n s  o f  t h e  f i r s t  g r o u p .  

T h e i r  p a i r i n g  i s  , e v i d e n t  a g a i n ,  e r p e c i a l l p  f o ~ f , ( x )  i n  t h e  



N 
r e g i o n  a r o u n d  x -0 .8 .  The  c u r v e s  d i s p l a y e d  i n  t h e  f i g u r e s  a r e  

s o l u t i o n s  k o r  t h e  s - t r e n g t h  c o m b i n a t i o n s :  ( 9 - 1 2 , ~ - 1 2 ) ,  ( 1 2 , 8 ) ,  

~ ~ g . 5 . 1 9  f 2 ( x )  o f  t y p e - I 1  f a m i l y  (Q f i x e d  a t  1 2 . 0 )  

T h e  c o m p l e t e  e n e r g y  d e p e n d e n c e  o n .  R i s  show@ i n  

F i g . 5 . 2 0 .  T h e  f i g u r e  r e q u i r e s  a  c a r e f u l  d e s c r i p t i o n :  g o i n g  a l o n g  

t h e  e n e r g y  a x i s ,  t h e  c u r v e  b e l o n g i n g  t o  t y p e - I  f a m i l y  ( F i g . 5 . 5 )  

i s  met  f i r s t :  Q i s  f i x e d  a t  1 2 . 0  a n d  R v a r i e s  f r o m  z e r o  t o  2 0 . 0 .  
/ 



F i g . 5 . 2 0  E n e r g y  v s .  s t r e n g t h  

T h e  n e x t  c u r v e  ( 2 )  e n c o u n t e r e d  o n  t h e  e n e r g y  a x i s  i s  a c t u a l l y  

t h e  d o u b l e  c u r v e  e x p s a i n e d  o n  p a g e  6 3  a n d  shown i n  F i g . 5 . 1 1 .  - 

N e x t  two c u r v e s  ( 3  a n d  4 )  a r e ,  a l s o d  known f r o m  F i g . 5 . 1 1 :  t h e y  

r e p r e s e n t  t h e  l o w e r  a n d  t h e  u p p e r  b r a n c h  f o r  4 -20 .0  a s  R v a r i e s  

f r o m  0.0 t o  1 2 . 0  ( t h e r e f o r e ,  t h i s  i s  t h e  g r o u p  o n e  e n e r g y ,  w i t h  

Q C  1 .  T h e  f i f t h  c u q v e  o n  t h e  e n e r g y  a x i s  d e s c r i b e s  t y p e - I  e n e r g y  



and i t  i n t e r s e c t s  t h e  f i r s t  t y p e  I energy c u r v e  a t  t h e  p o i n t  

where Qs12.0. Here Q v a r i e s  from 0 t o  20. 

The b i f u r c a t i n g  c u r v e s  on t h e  l e f t  (6 and 7 )  r e p r e s e n t  
, , 

energy v s .  R f o r  f i x e d  4312.0. R c i s  1.8120 ( T a b l e  5.1). Two 

o t h e r  b i f u r c a t i n g  energy c u r v e s  a r e  t h e  known group-one c u r v e s ,  

which emerge a t  a  c r i t i c a l  Q=11.236. 



5 . 2 . 3  T y p e  I1 - t h i r d  g r o u p  

T h e  t h i r d  g r o u p  o f  t h e  t y p e  I1 f a m i l y  c o n t a i n s  a g a i n  

two s o l u t i o n s .  B u t  t h e  f a c t  t h a t  t h e r e  a r e  two c r i t i c a l  

s t r e n g t h s  makes  t h i s  g r o u p  e s s e n t i a l l y  d i f f e r e n t  f r o m  t h e  o t h e r  

F o r  a  g i v e n  p a i r  o f  a p p r o p r i a t e l y  c h o s e n  p a r a m e t e r s  

t h e r e  e x i s t  two s o l u t i o n s .  A s  Q a p p r o a c h e s  a c r i t i c a l   value^, t h e  

two  s o l u t i o n s  c o i n c i d e .  B u t  when R d e c r e a s e s  a n  u p p e r - b r a n c h  

"PPer Lower s o l u t i o n  t e r m i n a t e s  a t  R c  ,dnd a  l o w e r  a t  R c  . H e n c e ,  

t h e r e  f i n i t e - e n e r g y  s o l u t i o n  
up, low 

b e l o w  R c  f o u n d  

upper t h a t  g e n e r a l l y  Bc +ewer . A t  Rc t h e r e f o r e  t h e  s o l u t i d n s  

a r e  d i s t i n c t  a s  w e l l  a s  e n e r g i e s  c a l c u l a t e d  f r o m  them.  

The  t y p e s  o f  t h e  c r i t i c a l  p o i n t s  e n c o u n t e r e d  h e r e  a r e  

known i n  t h e .  l i t e r a t u r e .  Many p r o b l e m s  a r i s i n g  i n  a p p l i c a t i o n s  

c a n  b e  d e s c r i b e d  by  n o n l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s . w h i c h  

d e p e n d  o n  r e a l  p a r a m e t e r s .  The '  s t r u c t u r e  o f  s o l u t i o n s  may c h a n g e  

d r a m a t i c a l l y  a t  c e r t a i n T r i t i c a 1  p o i n t s  o f  a  p a r a m e t e r ,  c a l l e d  -- 

b r a m c h  p o i n t s  o r  a s  w e  c a l l  them h e r e ,  b i f u r c a t i o n  p o i n t s .  I t  i s  

-common t o  c l a s s i f y  t h e  b r a n c h  p o i n t s  a c c o r d i n g  t o  t h e  number  of  
b 

e m e r g i n g  b r a n c h e s ,  a n d  t h e  two e x a m p l e s  i n v e s t i g a t e d  h e r e ,  i n  

t h e '  c a s e  o f  g r o u p  o n e  o r  two a n d  t h e  g r o u p  t h r e e  f a l l  i n t o  t h i s  

c a t e g o r i z a t i o n . .  



I n  t h e  c a s e  o f  group-one and two ,   the main d i f f e r e n c e ,  

a p a r t  from e n e r g y  b e h a v i o u r ,  was i n  s h a p e s  o f  t h e  f u n c t i o n  G ( x ) .  

d 
The same happens a g a i n :  t h e  s h a p e  o f  t h e  f u n c t i o n  G ( x )  i s  r a t h e r  

u n u s u a l  i n  compar i son  w i t h  t h e  o t h e r  s o l u t i o n s .  

G Cx) 

G(x) l ower  branch s o l u t i o n s  of  t y p e - 1 1 ,  t h i r d  group (Q 
f i x e d  a t  1 2 . 0 )  



The  s h a p e  o f  G(x) f o r  d i f f e r e n t  s t r e n g t h  p a r a m e t e r s  i s  

, shown i n  F i g . 5 . 2 1 .  The  p a r a m e t e r s  ( Q , R )  h a v e  t h e  f o l l o w i n g  

v a l u e s :  ( 1 2 . 0  , 1 5 . 0 ) ,  ( 1 2 . 0 , 1 2 . 0 ) ,  * ( 1 2 . 0 , 8 . 0 ) ,  ( 1 2 . 0 , 6 . 0 )  a n d  

( 1 2 . 0 , R c  = 4 . 2 ) ,  s t a r t i n g  f r o m  t h e  l o w e s t  c u r v e  a t  t h e  p o i n t  

~ 1 0 . 5 .  T h e  h i g h e s t  c u r v e  a t  ~ 1 0 . 5  i s  t h e  b o u n d a r y  c u r v e  f b r  t h i s  

s o l u t i o n  w h i c h  y i e l d s  t h e  l o w e r  b r a n c h  e n e r g y  when t h e  e n e r g y  i s  

p l o t t e d  a g a i n s t  Q w i t h  some f i x e d  R v a l u e .  
t 

I t  - is  n o t  h a r d  t o  i m a g i n e  how t h e  o t h e r  b r a n c h  

s o l u t i o n  w i l l  b e h a v e  i n  t h e  same s i t u a t i o n .  

G (x) 

F i g . 5 . 2 2  G(x) f o r  t h e  t h i r d  g r o u p  o f  t y p e - I 1  f a m i l y  (R f i x e d  a t  
1 2 . 0 )  



T h e  b i f u r c a t i n g  s o l u t i o n  i s  shown i n  F i g . 5 . 2 2 .  The b o u n d a r y  

- c u r v e  f o r  t h i s  s o l u t i o n  w i l l  h a v e  a n  i d e n t i c a l  s h a p e  i n  t h e  

r e g i o n  o f  t h e  q u a d r u p o l e  d o m i n a n c e ,  a n d  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  

u p p e r  a n d  l o w e r  s o l u t i o n s  w i l l  b e  e v i d e n t  o n l y  i n  t h e  r e g i o n  

x C 0 . 5 .  
N 

I n  F i g . 5 . 2 3  a l l  s i x  G ( x )  s o l u t i o n s  o f  t y p e - I 1  f a m i l y  

a r e  s h o w n ,  f o r  t h e  s a m e  c o m b i n a t i o n  o f  s t r e n g t h s ,  ( 1 2 . 0 , 1 2 . 0 ) .  

I t  i s  e a s y  t o  i d e n t i f y  c o r r e s p o n d i n g  m a t e s  a n d  g r o u p s .  

F i g . 5 . 2 3  A l l  s i x  G(x) s o l u t i o n s  o f  t y p e - I 1  f a m i l y  



\ 

T h e  t h i r d  g r o u p  s o l u t i o n s  y i e l d  t h e  h i g h e s t '  e n e r g y  

f o u n d  i n  t h e  c a l c u l a t i o n .  I n  F i g . 5 . 2 4  a l l  b i f u r c a t i n g  e n e r y  - 

s o l u t i o n s  a r e  shown.  

I 

- 

F o r  a  f i x e d  Q ,  a u n i f g r m  c u r v e  w h i c h  r e p r e s e n t s  e n e r g y  

vs. R i s  s i m p l y  b o u n d e d  b e l o w .  A s t r e n g t h  af w h i c h  t h i s  h a p p e n s  

i s  c a l l e d  p r i m a r y  b r a n c h i n g  p o i n t .  T o - c l a r i f y  t h i s  s i t u a t i o n  we 

p l o t  i n  F i g . 5 . 2 5  E v s .  R i n  t h e  s a m e  g r a p h  w h e r e  E v s .  Q i s  



p l o t t e d .  The c u s p - l i k e  b e h a v i o u r  o f  t h e  e n e r g y  w i t h  QC-10.692 i d  

e a s y  t o  r e c o g n i z e .  T h e  l o w e s t  c u r v e  i s  i n  f a - c t  a  d o u b l e  c u r v e  

w h i c h  c o n s i s t s  o f  a n  u p p e r  a n  a  l o w e r  b r a n c h  f o r  4-12.0, 

t h e r e f o r e  n o t  f a r  e n o u g h  f r o m  t h e  c r i t i c a l  p o i n t  t o  g i v e  a  g o o d  

r e s o l u t i o n  i n  t h e  g r a p h .  B u t  f o r  Q m 2 0 - 0 ,  t w o  u p p e r  p a r a b o l a - l i k e  

c u r v e s  c l e a r l y  show t h e  c r i t i c a l  o r  t h e  p r i m a r y  b r a n c h i n g  p o i n r  

low 
c a n d  R c  . 

- 

F i g . 5 . 2 5  E n e r g y  v s .  s t r e n g t h  o f  t y p e - I 1  f a m i l y , ,  third g r o u p  



5 . 3  SUMMARY - 

I n  t h i s  s e c t i o n  w e  t r y ,  t o  s y s t e m a t i z e  t h e  r e s u l t s  

p r e a e n t e d  i n  s e c t i o n s  5 . 1  a n d  5 . 2 .  

T h e r e  a r e  t w a  e s s e n t i a l l y  d i f f e r e n t  f a m i l i e s  o f  
! 

s o l u t i o n s :  t y p e  I a n d  t y p e  11. 

The  d y p e - I  s o l u t i o n s  d e s c r i b e d  i n  S e c t i o n  5 . 1  e x h i b i t  

r e g u l a r  p r o p e r t i e s  w f t h  r e s p e c t  t o  s t r s n g t h s :  t h e y  a r e  d e f i n e d  

f o r  a l l  p o s s i b l e  c o m b i n a t i o n s  o f  R a n d  Q ,  a n d  e n e r g y  p l o t  i s  

t h e  ~ b e l i a n  c o u l o m b  p a r a b o l a .  
\ 

\ \Type I1 s o l u t i o n s  c a n  b e  c l a s s i f i e d  a c c o r d i n g  t h e i r  

Q 
p q o p e r t i e s  w f t h  r e s p e c t  t o  s t r e n g t h s  p a r a m e t e r s :  t h e  f i r s t  p a i r  

o f  s o l u t i o n s  p o s s e s s  a  c r i t i c a l  Q s t r e n g t h  w h e r e a s  d c a n  b e  

c o n t i n u o u s l y  c h a n g e d  t o  z e r o .  T h e s e  s o l u t i o n s  a r e  
, 

g e n e r a l i z a t t o n s  o f  S U S 2 )  s o l u t i o n s  . i n v e s t i g a t e d  by J a c k i w ,  

J a c o b s  a n d  R e b b i  ( 1 9 7 9 ) .  T h e  s e c o n d  p a i r  o f  s o l u t i o n s  a r e  

c h a r a c t e r i z e d  b y  a n  R C  , w h e r e a s  & i s  f r e e '  t o  a p p r o a c h e  z e r o .  

- T h e s e  a r e  g e n u i n e  S U ( 3 )  s o l u t i o n s ,  a s  a r e  t h e  t h i r d  p a i r  o f  

-- 
I n  F i g . 5 . 2 6  a s k e t c h  o f  t y p e - I 1  e n e r g i e s  f o r  t h e  f i r s t  

a n d  t h e  s e c o n d  g r o u p  i s  made.  . 
i 
'. 



F i g .  5 . 2 6  T h r e e - d i m e n s i o n a l  s k e t c h  of  e n e r g y  o f  t y p e - I 1  f a m i l y ,  
f i r s t  a n d  s e c o n d  g r o u p  ,- 

T h e  t h i r d - p a i r  s o l u t i o n s  p o s s e s s  a r e m a r k a b l e  

p r o p e r t y :  t h e y  . a r e  d e f i n e d  o n l y  f o r  a  c e r t a i n  c o m b i n a t i o n  o f  

( Q  , R ) >  (Qc ,Re ) . Q i s  s o - c a l l e d  s e c o n d a r y  b r a n c h i n g  p o i n t ,  o r  a s  

i t  i s  o f t e n  c a l l e d  b i f u r c a t i o n  p o i n t : -  s o l u t i o n s  w h i c h  a r e  



/--- 

i d e n t i c a l  a t  Q-QC b i f u r c a t e  f o r  B,Q,. RC i s  a pri.mary . .  b'ranching . 
\ 

6 

' , 
p o i n t :  a s o l u t i o n  (upper  o r  d o e s  not e x i s t  f o r  ' R ~ B ~  , but 

. . 
i t -  d o e s ,  n o t  c o i n c i d e  w i t h  i t s .  mate - ( - ~ ~ e r )  .st' 

. -  
Moreover ,  upper-branch s o l u t i o n s  a n d ~ . l o w e r - b r a n c h  s o l u t i o a s  have  

d i f f e r e n t  R c  . T h e s e  e n e r g y ' f e a t w r e s  are  shown in Fig+5.27; 
.c . - . -  

. . . . . 

, 4 

l i 
~, . 6 - 

. . ' .  . . . 
" , % 

Fig. 5 . 2 7  ~ h r ~ e - d i m e a s i o . n a l  s k e t c h  of  energy~ . . o f  f y p e - ~ ~ ' L f  - - ami'ly - !  , ' . . 
t h i r d  .g oup . . '  , :  . . 

. . . 
. = -5, ,; = .  , ~ -. 

. . I . . .  
. , - ,: .I . . . 

n ., . . 
I 9 ,  

, . i . .  
I *  I .. - .  

. .*, % 
, . % :. .;, 

-> . . * .  ., * '  - , - ,P'. ? * 
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i. 
a * .  8 4  .. , 

i : * 3 . '  
. , . . . -  

. , 
.. > r i . ,  

3 . -  . .  I 
,.? - 0'. 

. . 
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. . . a  , . 



. 
T h e ,  q u e s t i o n  of  w h e t h e r  o r  n o t  a  p r i m a r y  b r a n . c h i n g ,  - 

p o i n t  i s  i-n f a c t  s e c o n d a r y ,  h a s  a  s i m p l e  + a n s w e r :  i f  t h e r e  w a s  a n  
s. 

o t h e r  s o l u t i o n  e m e r g i n g  f r o m  R t h i s  ' w o u l d .  i m p l y  t h a t  t h i s  

s o l u t i o n  h a s  a  b i f u r c a t . i o n  p o i n t  Q, from w h i c h  a n o t h e r  s o l u t i o n  
8 

m u s t  e m e r g e ,  w h i c h  p o s s e s s  R C  , , e t c .  T h g r e f o r e ,  t h e  a s ' s u m p t i o n  

t h a t  R C  i s  a  s e c o n d a r y  b r a n c h i n g  p o i n t  l e a d s  t o  a n  i n f i n i t e  
. t 

number  o f  s o l u t i o n s ,  w h i c h  c e r t a i n l y  d o e s  n o t , e i i s t .  
-@ , . 



VI. S T A B I L I T Y  I N  THE YAB'G-MILLS THEORY 

D 

The  q u e s t i o n . o f  s t a b i l i t y  i n  t h e  c l a s s i c a l  Y-M t h e o r y  

i s  i m p o r t a n t  . b e c a u s e  i t  a d d r e s s e s  t h e  i s s u e  o f  w h e t h e r  o r  n o t  

t h e  c l a s s i c a l  s o l u t i o n s  a r e  r e l e v a n t  t o  t h e  q u a n t u m - ' m e c h a n i c a l  
I' 

s i t u a t i o n . '  C l a q s i c a l  i n s t a b i l i t y  i s  a s u r e  s i g n  t h a t  t h e  q u a n t u m  
> 

s i t u a t i o n  w i l l  b e  q u i t e  u n l i k e  t h e  c l a s s i c a l  o n e ,  b u t  c l a s s i c a l  
v 

s t ' a b i l i t y  ~ by n o  means  e n s u r e s  a r e s e m b l a n c e  b e t w e e n  t h e  

c l a s s i c a l  a n d  qu.antum s i t u a t i o n .  T h e r e f o r e , .  c l a s s i c a l  s t a b i l i t y  , 

i s  ~ . n e c e s s a r ) .  i f  t h o  c l a s s . i c a ~  s o l u t i o n  i s  t o  r e s e m b l e  t h e  

q u a n t u m  s i t u a t i o n .  
8 

I n  t h i s  c h a p t e r  w e  c o n s i d e r  s t a b i l i t y  p r o p e r t i e s  o f  . - 

, t h e  s o l u t i o n s -  t o  t h e  Y-M e q u a t i o n s  d i s c u s s e d  i n  C h a p t e r  5 .  W e ,  

c o n c e n t r a t e  on b i f u r c a t i n g  s o l u t i o n s  f o r  w h i c h  w e  d i s c u s s  t h e i r  
, 

r e l a t i v e  s t a b i l x t y :  d u e  t o  t h e  f a c t  t h a t  f o r  a n  a p p r o p r i a t e l y  
. . 

c h o s e n ,  c o m b i n a t i o n ,  -o f  Q a n d  R w e  h a v e  ng  s o l u t i o n s ,  

. . 
we w i l l  b e  a b l e  t o  d e v e l o p  a f o r m a l i s m  w h i c h  e n a b l e s  u s  t o  

d e t e r m i n e  t h e  r e l a t i v e  s t a b i l i t y  o f  s o l u t i o n s ,  w i t h o u t  e x t r e m e l y  - 
C / 

c o m p l i c a t e d  n u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s .  

W e  s t a r t L  t h e  d i s c u s s i o n  ' b y .  d e f i n i n g  s t a b i l i t y  i n  \ 

I 

- 

H a m i l t o n i a n  s y s t e m s *  From t h e  d e f i n f t i o n  w e  g e t  a n  e i g e n v a l u e  

p r o b l e m  w h i c h  c a n  b e  g e n e r a l i z e d  t o  t h e  Y-M c , a s e _ t o  o b t a i n  

- a 

-4 r Y  a t i o n s  between'eigen-frequencies a h d  i n c r e m e n t s  i n  e n e r g y  a n d  



S 

gauge  f i e l d s .  From s i m p l e  a l g e b r a i c  c o n s i d e r a t i o n s ,  i m p o r t a n t  ' \  

c o n c l u s i o n s  about  r e l a t i v e  s t a b i l i t y  a r e  drawn. Y 

Smgl l  o s ~ i l a t i o n  e q u a t i o " n s  f o r  i n c r e m e n t s  o f  t h e  gauge  

p o t e n t i a l s  a r e  d e v e l o p e d .  Numer ica l  c o m p u t a t i o n s  b a s e d  on t h e  

t h e o r e t i c a l  c o n s i d e r a t i o q s  w i l l  j u s t i f y  t h e  arguments .  

The c h a p t e r  3s b a s e d  on a g e n e r a l  d i s c u s s i o n  g i v e n  by 

Jackiw and R o s s i  (1980), 
- 



6 . 1  THE STABILWY CONCEPT IN MECHANICS -- 

C o n s i d e r  a ~  s y s t e m  w i t h .  f i n i t e  d e g r e e s  o f  f r e e d o m  
? 

d e s c r i b e d  by a  H a m t l t o n i a n  H(P,Q), w h i c h  i s  a l s o  t h e  c o n s e r v e d  
1 +. 

e n e r g y .  E q u a t i o n s  o f  m o t i o n  a r e  

a n d  

w h e r e  n = l  ,... , N .  

A s t a t i c  s o l u t i o n  i s  o n e  f o r  w h i c h  P a n d  Q v a n i s h .  A 
" .  

n a t u r a l  q u e s t i o n  i s  w h e t h e r  o r  p o t  a  s t a t i c  s o l u t i o n  ( ; , 6 ]  i s  

s t a b l e . '  We s h a l l  t a k e  s t a b i l i t y  a s  t h e  r e q u i r e m e n t  t h a t  t h e  

?, 

e q u a t i o n s  of  m o t i o n  f o r  &P a n d  &Q, when l i n e a r i z e d  a b o u t  t h e  
b 

s t a t i c '  s o l u t i o n  ( 6 ~ .  a n d  SQ ' a r e  " s m a l l 1 '  q u a n t i t i e s ) L ,  do  n o t  

y i e l d  e x p o n e n t i a l  g r o w t h  i n  t i m e .  I n  o t h e r  w o r d s ,  f o r  s t a b l e  

m o t i o n  t h e  q u a n t i t i e s  & P ,  69 f l u c t u a t e  h a r m o n k c a l l y  i n  t i m e  w i t h  

r e a l  f r e q u e n c y ,  w h i l e  c o m p l e x  f r e q u e - n c i e s  s i g n a l  i n s t a b i l i t y .  To 

d e r i v e  t h e  c o n d i t i o n  f o r  t h i s ,  we e x p a n d  t h e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  

a r o u n d  t h e i r  s t a t i c  s o l u t i o n s .  T h e  H a m i l t o n i a n  h a s  t h e  f o r m  





N 

T G = -  G I 

s o  we a r e  l e d  t o  t h e  s i m p l e r  form f o r ,  

The g i m p l e c t i c  e i g e n v a l u e  problem becomes 

[ C i w  + ~ ) ( i w  + G) + V ]  SQ = o 

and t h e  s t a b i l i t y  c o n d i t i o n  ( 6 . 6 )  reduce- 



6 . 2  S T A B I L I T Y  ANALYSIS FOR THE YANG-MILLS THEORY - 

We t u r n  now t o  t h e  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  o f  s t a t i c  

s o l u t i o n s  t o  t h e  Y-M e q u a t i o n s .  I t  s h o u l d  b e  p o i n t e d  o u t  t h a t  - 
-% 

t h e  Y-M f i e l d  t h e o r y  d i f f e r s  f r o m  t h e  s i m p l e  H a m i l t b n i a n :  r a t h e - r  

t h a n  2 N  d e g r e e s  o f  f r e e d o m ,  t h e r e  i s  a n  i n f i n i t e  n u m b e r .  T h i s  

c a u s e s  m a t r i c e s  t o  b e  r e p l a c e d  by d i f f e r e n t i a l  o p e r a t o r s ,  

s u m m a t i o n s  by i n t e g r a t i o n ,  e t c .  F u r t h e r m o r e ,  t h e  H a m i l t o n i a n  

08 
f o r m u l a t i o n  nbw h a s  t h e  G a u s s  l a w  c o n s t r a i n t s  e n c o u n t e r e d  b e f o r e  

0 

a n d  i m p l e m e n t e d  w i t h  ~ a ' g r a n g e  m u l t i p l i e r s  Gab. 

To d e t e r m i n e  t h e  q u a d r a t i c  H a l p i l t o n i a n  ( 6 . 2 )  we s e t  

/ 

a n d  

a n d  w i t h  t h e  h e l p  o f  t h e  s t a t i c  e q u  i o n s  ( 3 . M )  s a a . i s f  i e d  by 
A A 

- 

A a n d  Eob , ' w e  f i n d  - ab N 

w h e r e  



- .  

We have  s u p p r e s s e d  t h e  l a b e l  on t h e  s t a t i c ~ b a c k g r o u n d  f i e l d .  

The l i n e a r  terms do h o t  d - i sapper ,  b e c a u s e  a s  y e t  t h e  

c o n s t r a i n t  h a s  n o t  b e e n  taken i n t o  a c c o u n t .  

Expanding Gauss' l a w  around t h e  s t a t i c  background 

f i e l d  we g e t  I 

- .  C 

- 
We can i d e n t i f y  t h e  e l e m e n t s ,  o f  t h e  q u a d r a t i c  R a m i l t o n i a a  matr ix  

( 6 . 8 )  w i t h  

Indeed . -.% 

i 
e 

- 
ad - 



T h e  n e x t  t e r m  i n  t h e  H a m i l t o n i a n  ( 6 . 1 6 ) -  becomes  r_J 

u 
s o  t h e  c o r r e s p o n d i n g  m a t r i x  i s  

C 
The e x p r e s s i o n  f o r  6Bab Leq. ( 6 . 1 4 ) )  c a n  b e  w r i t t e n  i n  

< 
. ~ 

t h e  f o r m  , - 

s o  t h e  f i r s t  t e g m  i n  t h e  H a m i l t o n i a n  ( 6 . 1 6 )  becomes  

The  c o r r e s p o n d i n g  m ' a t r i x  i s  

s o  t h e  t o t a l  m a t r i x  V i n  t h e  r q u a d r a t i c  H a m i l t o n i a n  i s  t h e  sum 03 

( 6 . 1 9 )  and  ( 6 . 2 3 )  



0 

d 

T h e  t o t a l  e f f e c t i v e  q u a d r a t i c  H a m i l t o n t a n  f s  

+ a n d  

a n d  

I t  c a n  b e  r e c o g n i z e d  t h a t  t h e s e  e q u a t i o n s  a r e t t h e  l i n e a r i z a t i o n  

t h e  a b o v e  e q u a t i o n s  t a k e  t h e  f o r m  o f  a  s i m p L e c t i c  e i g e n v a l u e  



p r o b l e m  ( 6 . 3 ) .  
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l e f t - h a . n d  s i d e  o f  G a u s s '  l a w  c o n s t r a i n t ,  a n d  

H o w e v e r ,  i f  we a r e  a t  t h e  b i f u r c a t i o n  p o i n t ,  i t  m u s t  b e  

i m p o s s i b l e  t o  s o l v e  t h e s e  e q u a t i o n s .  T h i s  h a p p e n s  whenG- 

h o m o g e n o u s  s y s t e m  h a s  a  n o n t r i v i a l  s o l u t i o n .  T h e r e f o r e ,  t h e  
\ 

. s t a b i l i t y  c o n d i t i o n  ( 6 . 1 0 )  i m p l t e s  t h a t  a t  t h e  b i f u r c a t i o n  - p o i n t  

t h e  s t a b i l i t y  e a u a t i o n s  h a v e  z e r o - e i n e n v a l u e  mode. - . . - 
By i n t r o d u c i n g  a  p a r a m e t e r  (3 G h i c h  iso c h o s e n  t o  b e  

p o s i t i v e  a n d  w h i c h  s y s t e m i z e s  t h e  s t u d y  o f  t h e  t h e o r y  a r o u n d  ' t h e  

. 0  b i f u r - c a t i o n  p o i n t  we w r i t e  

I t  i s  now a p p r o p r i a t e  t o  e x p a n d  t h e  s t a t i c  s o l u t i o n  a b o u t  t h e  

b i f u r c a t i o n  p o i n t  i n  - t h e  f o r m  

w h e r e  lYc) i s  t -he  s t a t i c  ' s o l u t i o n  a t  t h e  b i f L r c a t i o n  p o i n t ,  
. . 

a +  1%) is t h e  n o r m a l i z e d  z e r o - e i g e n v a l u e  mode. A . c o n s t a n t  c  
- 

i s  a  r e a l  numbe; t o  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  f 1 u c t u a t i o . n  - 
* 

a 
--------L------.--- 

1 ' 
C 

W h e t h e r  t h e s e  z e r o - f r e q u e n c y  modes a a e  n o r m a l i z a b l e  o r  no- t  w i l l  
b e  a d d r e s s e d  l a t e r '  (,see p a g e  1 0 2 ) .  

P 
Y, 



P
M

 
(d

 
d
 

d
 

h
 

&
I
 

d
 
,. 

Id 
U

 
d
 

C
 

4
 

M
 

4
 

,
s
(
 

c
)
 

4
 

m
,

.
 

m
 

o
 

a
 

u
 

(
d

.
 





H, i n  t h e  , a b o v e  e x p r e s s i o n ,  i s  t h e  hnergy a t  t h e  b i f u r c a t i o n  - 

p o i n t .  

I n  d r d e r  t o  d e t e r m i n e  t h e  c o n s t a n t  c  we u s e  ( 6 . 3 1 )  i n  . 

E q .  ( 6 . 3 4 )  a n d   expand t h e  s t a t i c  s o l u t i o n  a c c o r d i n s  ( 6 . 3 2 a ) .  W e  

f i n d  

w h e r e  AW i s  t h e  e n e r g y  d i f f e r e n c e  d e f i n e d  i n  ( 6 . 3 8 ) .  Hence  
f 

T h e r e f o r e  we c a n  s e e  t h a t  w i t h  a n  a p p r o p r i a t e  c h o i c e  o f  s i g n -  , 

S y  we g e t  . 

an,d c o n s e q u e n t l y ,  t h e -  e x p r e s s i 0 n ' S . ( S . 4 ~ 4 )  shows  t h a t  t h e  e n e r g y  

b i f u r c a t e s  w i t h  a n  e n e r g y  d i f f e r e n c e  r i s i n g  a s  6 3/2 

S i n c e  c  c a n  h a v e  e i t h e r  s i g n ,  w e  s e e  f r o m  ( 6 . 4 0 )  t h a t  

2 
•’ 'or o n e  b r a n c h  W, i s  n e g a t i v e ,  h e n c e  t h e r e  i s  a n  i n s t a b i l i t y .  



C o m p a r i s o n  w i t h  ( 6 . 4 6 )  a n d  ( 6 . 4 4 )  slfowg t h a t  c  i s  ( -c , )  f o r  t h e  
- 2 

u p p e r  b r a n c h ,  s o  a. h a s  t h e  o p p o s i t e  s i g n  f r o m  t h e  e n e r g y  

d i f f e r e n c e .  T h e r e f o r e , -  t h e  u p p e r  b r a n c h  o f  t h e  b i f u r c a t i n g  

solutions i s  u n s t a b l e  w i t h  r e s p e c t  t o  r a d i a l  o s c i l l a t i o n s ,  w h i l e  

t h e  l o w e r  b r a n c h  s h a r e s  t h e  s t a b i l i t y  p r o p e r t i e s  o f  t h e  u n i q u e  
,' 

s o l u t i o n  a t  t h e  b i f u r c a t i o n  p o i n t .  

I n  o r d e r  t o  d e t e r m i n e  s t a b i l i t y  p r o p e r t i e s  o f  t h e  

l o v e r  b r a n c h  ;elutions, w e  c a l c u l a t e  t h e  s m a l l  o s c i l l a t i o n  

e q u a t i o n s  ( 6 . 2 6 ) .  - T h e s e  e q u a t i o n s  a r e  i n  f a c t  l i n e a r i z e d  s m a l l  

r a d i a l  o s c i l l a t i o n s  e q u a t i o n s  ( 3 . 4 7 )  when f i ,  i s  r e p l a c e d  by fi + 

6 f ;  a n d  G by  G + 6 G. The  e q u a t i o n s  a r e  

a n d  

T h e s e  e q u a t i o n s  a r i s e  by  v a r y i n g %  ( 4 . 2 5 )  h e r e  g i v e n  by 
00 - ai 

4r %=? f & { ; ' , ( 3 ~ ~ - 1 ) ( 6 ~ ) ~ + ( & ~ ' ) ~ - $ ( 6 f , ) ) ~ -  
2 

0 



A n a l y t i c  s o l u t i o n $  t o  e q u a t i o h s  T 6 . 4 8 )  i r e  o f  c o u r s e  
Q 7- 

P 

o u t  o f  t h e  q u e s t i o n - s i n c e  w e  d o  n o t  h a v e  c l o s e d  a n a l y t i c  f o r m  . 

f o r  f , . ,  f 2  , a n d  G .  C l e a r l y  f r o m  t h e  known b e l i a v i o ~ ~ r  4 t h e s e  

f u n c t i o n s  a s  r + O  a n d  a s  r-00, w e  c a n  . c o n c l u d e  ' t h a t  ' 

a * 4.  " ' 

as r ---+ 0 - 

6G -.o. r -----F 00 . 4- 

4 , 
I f  w e  i n s i s t  o n  s m a l l  f l u c t u a t i o n s  w i t h  f i n i t e  e n e r g y  c o n t e n t ,  

< - 

we h a v e  t o  l o o k  f o r  n o r m a l i z a b l e  ( s q u a r e  i n t e g r a b l e )  o s o l u t i o n s  
* .  

t o  (6.48). N u m e r i c a l  c a l c u l a t i o n s  h a v e  shown t h a t  t h e r e  a r e - n o  
a 

n o r m a l i z a b l e  z e r o - f r e q u e n c y  f l u c t u a t i o n -  O m o d e 9 4 " ~ h i s  i n d i c a t e s  

t h a t  t h e  l o w e r  b r a n c h  o f  b i f u r c a t i n g  s o l u t i o n s  i s  a b s o l u t e l y  

s t a b l e .  I n  t h i s  r e s p e c t  t h e  s o l u t i o n s  w e  h a v e  f o u n d  s h a r e  t h e .  ' 

p r o p e r t i e s  o f  f l u c t u a t i o n s  o f  P r a s a d - S o m m e r f i e l d  m o n o p o l e  % 

s o l u t i o n s  i n  f l a t  s p a c e  f o r  SU(2) g a u g e  f i e l d s  ( A d l e r  1 9 7 9 ,  

A k h o u r y  e t  a l .  1 9 8 0 )  a n d  i n  c u r v i d  s p a c e - t i m e  ( C h a k r a b a r t i  a n d  

. V i s w a n a t h a n  1 9 8 0 ) .  On t h e  o t h e r  h a n d ,  o n e  knows t h a t  f o r  a  c l a s s  

o f  i n s t a n t o n  s o l u t i o n s  t h e r e  e x i s t  n o n - t r i v i a l  * z e r o  e n e r g y  

f l u c t u a t i o n  modes  t h a t  a r e  n o r m a l i z a b l e .  -d 
I f  n o n - t r i v i a l  n o r m a l i z a b l e  ( f i n i t e  e n e r g y )  s o l u t i o n s  

t h e  s m a l l  o s c i l l a t i o n  e q u a t ' i o n s  h a d  b e e n  f o u n d  t h i s  w o u l d  

a v e  i m p l i e d  t h a t  n o n - z e r o  f r e q u e n c y  modes m u s t  b e  i n v e s t i g a t e d .  

S i n c e  a l l  h i g h e r  f r e q u e n c y  modes i n c l u d e ,  t h e  z e r o  f r e q u e n c y  



mode,., i t - w a s  enough to prove that this mode is not normalizable. 
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T a b l e  6 . 1  - R e s u l t s  . of  s t a b i l i t y  a n a l y s i s  f o r  t h e  g r o u p - o n e  

b i f u r c a t i n g  s o l u t i o n s  

Q 

F o r  t h e  g r o u p  two  o f  t h e  b i f u r c a t i n g  s o l u t i o n s  

( s e c t i o n  5.3) t h e  s a m e  c a l c u l a t i o r i - . g i v e s  r e s u l t s  p r e s e n t e d  i n  

T a b l e  6 . 2 .  The  c r i t i c a l  v a l u e  o f  R f o r  f i x e d  Q-12.00 i s  1.8r a n d  

L ( Q  - Q,)'" 

t h e  c o r r e s p o n d i n g  e n e r g y  i s  1 8 . 7 4  ( i n  a p p r o p r i a t e  u n i t s  - s e e  

I 

C h a p t e r  5 ) .  

1 

A E  RATIO  : 



T,- 6 . 2  - R e s u l t s  o f  t h e  s t a b - i l i t y  c a l c u l a t i o n  f o r t h e  g r o u p  . 

9 two  o f  t h e  b i f u r c a t i n g  s o l u t i o n s  

l2 

2 . 0  

3 . 2  

4 . 0  

5 . 2  

6.0 , 

* 8.0 

10.0 

1 2 . 0  

R e c a l l  that t h e s e  s o l u t i o n s  al;g c~ g e n u i n e  SU(3) 
: - 

9 

s o l u t i o n s  w i t h  e n e r g i e s  a b o v e  t h e  e n e r g i e s  of  g r o u p - o n e  

"+; s o l u t i o n s  ( F F g . 5 . 2 4 ) .  

(R - Rc) 312 

0 . 0 8  

i . 6 4  

3 . 2 4  

6 . 2 4  

8 $ 5 8  

15.40 

23.44 

3 2 . 5 3  

~k 
o -17 

3 . 3 4  

6 . 5 8  

4 2 . 5 4  

17.14 

3 0 . 3 9  

45.78 

6 3 . 0 0  

R A T I O  : 

0 . 5  

0.5 

0 . 5  

0.5- 

0.5 

0 . 5  

0 .5  - 

0 . 5  



V I I .  CONCLUSION P 

I n  t h i s  w o r k  w e  h a v e  i n v e s t i g a t e d  s o l u t i g n s  t o  

c l a s s i c a l  SU(3)  Y a n g - M i l l s  t h e o r y  w i t h  s t a t i c  e x t e r n a l  s o u r c e s .  

T h e  s o l u t i o n s  a r e  n o n - C o u l o m b i c  a n d  n o n - A b e l i a n  i n  n a t u r e .  

From t h e  A n s a t z e  f o r  t h e  s o u r c e s  a n d  t h e  g a u g e  
* 

p o t e n t i a l s ,  a  s y s t e m  o f  n o n l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i s  

d e r i v e d .  The s y s t e m  i s  s o l v e d  u s i n g  COLSYS, a c o d e  f o r  s o l v i n g  

b o u n d a r y  v a l u e  p r o b l e m s  f o r  m i x e d  o r d e r  s y s t e m s  o f  o r d i n a r y  
* 

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  The p r e s e n t e d  r e s u l t s  a r e  s u r p r i s i n g l y  

new a n d  r i c h .  

I n v e s t i g a t i o n s  known i n  l i t e r a t u r e  a r e  c o n c e n t r a t e d  

m o r e  o r  l e s s  on SU(2)  g a u g e  s y m m e t r y ,  o r  o n  t h e  SU(3)  g a u g e  

s y m m e t r y  b u t  w i t h  p o i n t  s o u r c e s ,  when a l l  - t h e  s o u r c e s  a r e  

0 r i e n t e . d  i n  " c o m m u ~ i n g  d i r e c t i o n s  i n  t h e  g a u g e '  s p a c e .  The  m a i n  
' ,  

d i f f i c u l t y  i n  t h e  Y a n g - M i l l s  t h e o r y  i s  t h e  h i g h  n o n l - i n e a r i t y  o f  

e q u a o n s  g o v e r h i n g  b e h a v i o u r  o f  g a u g e  f i e l d s ,  s o  t h e r e  a r e  n o  

I 
a n a l y t i c  m e t h p d s  a v a i l a b l e  i n  t h i s  c a s e .  

We f o u n d  b a s i c a l l y  two d i f f e r e n t '  t y p e s  o f  s \ o i u t i o n s  
?i 

f o r  th-e SU(3)  Y a n g - M i l l s  t h e o r y ,  w h i c h  d i f f e r  f r o m  oiie a n o t h e r  - 

i n  t h e i r  a s y m p t o t i c  b e h a v i o u r .  a 

 h he f i r s t  t y p e .  o f  s o l u t i o n s  a r e  n o n t r i v i a l  

g e n e r a l i z a t i o n s  of  s o l u t i o n s  f o u n d  by JacKiw a n d  h i s .  



/- 

c o l l a b o r a t o r s ,  t o  t h e  h i g h e r  s y m m e t r y  g r o u p  S U ( 3 ) ,  a n d  w i t h  a n  
, , - 

a p p r o p r i a t e  c h o i c e , o f  p a r a m e t e r s  we r e g a i n e d  t h e i r  r e s u l t s .  Th-e 
* 

g e n e r a l i z a t i o n  g a v e  a c l a s s  o f  s o l u t i o n s  t h a t  t e n d  t o  S U ( 2 )  

s o l u t i o n s  c o n t i n u o u s l y ,  a s  o n e  p a r t  o f  t h e  SU(3)  s o u r c e  i s  

t u r n e d  o f f .  

The  o t h e r  t y p e  o f  s o l u t i o n s  e x i s t  o n l y  f o r  

s u f f i c i e n t l y  s t r o n g  s o u r c e s ,  a n d  t h e y  d i f f e r  f r o m  t h e  f i r s t  t y p e  

i n  t h e i r  s p a t i a l  a s y m p t o t i c  b e h a v i o u r :  t h e y  become a n o n - t r i v i a l  

p u r e  g a u g e  a s  r ' t e n d s  t o  i n f i n i t y .  

S u r p r i - s i n g l y ,  many s o l u t i o n s  o f  t h e  s e c o n d  t f l e  e x i s t .  

A p a r t  f r o m  t h e  g e n e r a l i z a t i o n s  o f  b i f u r c a t i n g  s o l u t i o n s  o f  

J a c k i w  e t  a l .  w i t h  S U ( 2 )  g a u g e  s y m m e t r y ,  t h e r e  a r e  f o u r  new - . - 

b i f u r c a t i n g  s o l u t i o n s  w i t h  t h e  , genu l rne  SU( 3 )  s y m m e t r y  

@ - p r o p e r t i e s .  

I t  i s  p o s s i b l e  t o  d i v i d e  t h e  f o u r  g e n u i n e  S U ( 3 )  

s o l u t d o n s  i n t o  two g r o u p s ,  s i n c e  t h e r e  i s  a n  e s s e n t i a l  

d i f f e r e n c e  b e t w e e n  t h e  two p a i r s  of  s o l u t i o n s :  w h i l e  t h e  f i r s t  

g r o u p  o f  s o l u t i o n s  e x h i b i c  a  $ + f u r c a t i o n  i n  o n e  ( q u a d r u p o l e )  

s t r e n g t h  p a r a m e t e r  a n d  t h e y  a r e  d e f i n e d  f o r  e v e r y  v a l u e  o f  t h e  

m o n o p o l e  s t r e n g t h ,  t h e  s e c o n d  s e t  o f  s o l u t i o n s  e x h i b i t  a  

b i f u r c a t i o n  i n  t h e  m o n o p o l e  s t r e n g t h ,  b u t  . f o r  t h e  q u a d r u p o l e  

s t r e n g t h  t h e y  a r e  s i m p l y  b o u n d e d :  b e l o w  some c r i t i c a l  v a l u e ,  

n e i t h e r  a n  u p p e r  n o r  a  l o ~ e r ' b r a n c h  s o l u t i o n  e x i s t s .  

A n a t u r a l  q u e s t i o n  i n  e v e r y  d y n a m i c a l  s y s t e m  i s  

s t a b i l i t y  of  t h e  s o l u t i o n s  u n d e r  s m a l l  f l u c t u a t i o n s .  I n  



c l a s s i c a l  n o n - A b e l i a n  g a u g e  t h e o r y  t h e  q u e s t i o n  i s  e x t r e m e l y  

i m p o r t a n t  s i n , c e  t h e  c l a s s i c a l  i n s t a b i l i t y  i s  a  s u r e  s i g n  t h a t  
--- 

t h e  quan tum s i t u a t i o n  w i l l  b e  q u & t e  u n l i k e  t h e  c l a s s i c a l  o n e .  

By t a k i n g  a d v a n t a g e  of  t h e  f a c t  t h a t  t h e  s o l u t i o n s  

' b i f u r c a t e ,  we w e r e  a b l e  t o  p r o v e  t h a t  a l l , u p p e r  b r a n c h  s o l u t i o n s  

a r e  u n s t g b l e .  A l t h o u g h  t h i s  r e s u l t  c a n  b e  s a i d  t o  b e  e x p e c t e d  i t  

- - /, 
i s  n o t  o b v i o u s  s i n c e  t h e r e  e x i s t  p h y s i c a l  s y s t e m s  w h i c h  ' a r e  

i s t a b l e  e v e n  t h o u g h  t h e i r  e n e r g y  i s  n o t  l o c a l l y  m i n i m a l .  
L 

We t h e n  p r o c e e d  t o  show t h a t  t h e  l o w e r  b r a n c h e s  o f  t h e  

b i f u r c a t i n g  s o l u t i o n s  h a v e  a b s o l u t e  s t a b i l i t y .  I t  i s  f o u n d  t h a t  

no  n o r m a l i z a b l e  - z e r o  e n e r g y  o s c i l l a t i o n s  e x i s t .  , 

Some q u e s t i o n s  r e m a i n  t o  b e  a n s w e r e d :  how t o  c l a s s i f y  

-. , t h e  s t a t i c  SU(3) Y a n g - M i l l s  s o l u t i o n s ,  i s  a  t o p o l o g i c a l  

c l a s s i f i c a t i o n  a p p l i c a b l e  a s  i n  ' o t h e r  b r a n c h e s  o f  P a n g - M i l l s  
b 

t h e o r y  ( e . g . ,  i n s t a n t o n s ,  me rons  e t c . ) ?  Are  t h e r e  o t h e r  s t a t A i c  

s o l u t i o n s  and wha t  i s  t h e i r  e n e r g y  i n  c o m p a r i s o n  t o  t h e  o n e s  we . 

h a v e  f o u n d ?  

And some f u r t h e r  c o m p u t a t i o n s  o b v i o u s l y  s u g g e s t  

t h e m s e l v e s ,  e x p e c i a l l y  c o n c e r n i n g  s t a b i l i t y  p r o p e r t i e s  o f  

b i f u r c a t i n g  s o l u t i o n s  u n d e r  n o n - r a d i a l  o s c i l l a t i o n s .  Bu t  a l l  

t h e s e  q u e s t i o n s  a n d  p r o b l e m s  a r e  immersed  i n  t h e  mos t  p r e s s i n g  

q u e s t i o n  a t  t h e  p r e s e n t  t i m e :  wha t  i s . t h e  r e l e v a n c e  of  t h e s e  

. m a t h e m a t i c a l  i n v e s t i g a t i o n s  t o  t h e  quan tum p h y s i c s  o f  P a n g - M i l l s  

t h e o r y  







APPENDIX B - SU(3) GROUP ,- * - 
_- . 

The g r o u p  SU(3) i s  ' t h e  s e t  o f  complex  u n i t a r y  u n i m o d u l a r  3 3 

m a t r i c e s .  ' The . e l e m e n t s  o f  t h i s  g r o u p  a r e  c h a r a c t e r i z e d  b y  1 8  
t 

- r e a l  p a r a m e t e r s .  The u n i t a r i t y  a n d  u n i m o d u l a r i t y  c o n d i t i o n s  g i v e  

1 0  r e a l  a t i o n s  among t h e s e  p a r a m e t e r s ,  so t h a t  we r e m a i n  wi'th 

8 r e a l  p a r a m e t e r s .  

The g e n e r i c  e l e m e n r ' o f  t h e  SU(3) g r o u p  c a n  b e  w . r i t t e n  

i n  t h e  f o r m :  

w i t h a r e a l  p a r a m e t e r s  and  ha e i g h t  . 3 X 3  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  

H e r m i t i a n  m a t r i c e s .  E x p l i c i t l y  t h e  m a t r i c e s  a r e  g iven-  by  





U s i n g  (B-6) we c a n  show t h a t  S U ( 3 ) - i s  a  g e m i s i m p l e l  

a n d  c o m p a c t  L i e  g r o u p  ( R a c a h  1 9 6 4 ,  S p e i s e r  1 9 6 4 ) .  

, . Gall -Plann . ,  ( 1 9 6 2 )  h a s  ' i n t r o d u c e d  some ' o t h e r :  

c o e f f i c i e n t s  d e f i n e d  'by t h e  r e l a t i o n : 2  

w h e r e  I - i s  t h e .  u n i t  m a t r i x  a n d  dhbC a r e  f G l l y  symrne- t r i c .  T h e  

n o n v a n i s h i n g  d q k  c o e f f i c i e n t s  a r e :  

From t h e  r e l a t i o n  

w e  c a n  o b t a i n  t h e  p r o p e r t i e s :  

(B- 1.0) 

A g r o u p  i s  s e m i s i m p l e  i f  it h a s  n o  A b e l i a n  i n v a r i a n t  s u b g r o u p .  

I t h e '  c a s e  o f  SU(2) t h e  g e n e r a t o r s ,  ( P a u l i  m a t r i c e s )  
s a t i s f y  t h e  s i m p l e  r e l a t i o n s  1% cb] = 2 &rb 



Us$ng  t h e  i d e n t i t y  

we g e t  

dcde+ fcbe 'dae + f d = a ,  
dbe ace 

T h e  g r o u p  S U ( 3 )  h a s  r ' a n k  2 .  T h i s  f o l l o w s  f r o m  t h e  f a c t  

t h a t ,  t h e r e  a r e  p a i r s  o f  c o m m u t i n g  e l e m e n t s 3  a s  s h o w n  b y  (B-5) 

a n d  (B-7) .  I t  i s  t h e n  p o s s i b l e  t o  b u i l d  u p  t w o  C a s i m i r  o p e r a t o r s  

f o r  S U ( 3 )  , i. e.. n o n - l i n e a r  i n v a r i a n t  o p e r a t o r s  w h i c h  commute 
4 

. w i t h  a l l  Ta's 

T h e  f i r s t  o n e ,  a p a r t  f r o m  a - m ~ l t i p l i c a t i v e  

q u a d r a t i c  o p e r a t o r  

(B- 17) 
f a c t o r ,  i s  t h e  

T h e  s e c o n d  o n e  t u r n ' s  o u t  t o  b e  a  c u b i c  a p e r a , t o r  
P 

~ T O  b e  c o n t r a s t e d  w r r h  c o m m u t i n g  o p e r a t o r s  o f  t h e  g r o u p ,  e . g . ,  
C a s i m i r  o p e r a t o r s  wh-ich a r e  n o n - l i n e a r  i n  Ta . 



F o r  p r a t + c a l  p u r p o s e s  ( s e e  C h a p t e r  3)  i t  i s  c o n v e n i e n t  

t o  make a  c h a n g e  i n  t h e  p a r a m e t r i z a t i o n  o f  t h e  g r o u p  b y  
d 

q i n t r o d u c i n g  t h e  o p - e r a t o r s  Uab (Mar shak  e t  a l .  1 9 6 9 ,  W e r l e  1 9 6 6 )  

w i t h  p r o p e r t i e s :  

The r e l a t i o n s h i p  b e t w e e n  U a b  and  Tp. is.:. 

-a 

I n  compac t  f o r m  t h i s  r e l a t i o n s h i p  c a n  b e  w r i t t e n  a s :  
x- 

The g e n e r a t o r s  o f  SU(3)  ' t h a t  h r e  c o n v e n i e n t l y  t a k e n  t o  

d e f i n e  t s o s p i n  and  h y p e r c h a r g e  a c e  



We c a n  e m p l o y  o t h e r  s u b s e t s  o f  S U ( 3 )  g e n e r a t o r s  t o  d e s c r i b e  

" u - s p i n "  a n d  " V - s p i n "  g e n e r a t o r s  

N o t e  t h a t  I+ , I , I3 c o n s t i t u t e  a s u b a l g e b r a  o f  S U ( 3 )  t h a t  i s  - 
i s o m o r p h i c  t o  t h e  a l g e b r a  o f  S U ( 2 ) .  T h i s .  c o r r e s p o n d s  t o  t h e  

o b v i o u s  f a c t '  t h a t  S U ( 2 )  i s  a s u b g r o u p  o f  S U ( 3 )  ( b u t  n o t  a n  

i n v a r i a n t  o n e 4 ) .  S i m i l a r l y  t h e  o p e r a t o r s  (U, , U2, Us) a n d  I T , ,  

V t ,  V g )  d e f i n e  o t h e r  s u b g r o u p s  o f  S U ( 3 )  w h e r e  

a n d  s i m i l a r l y  f b r  V .  

We c a n  w r i t e .  i n  t h e  m a t r i x  f o r m  

4 
A s u b g r o u p  S  o f  g r o u p  G i s  a n  i a v a r i a n r  s u b g r o u p  i f  g ~ g - t  i s  i n  

S  f o r  e v e r y  g i n  G a n d  s i n  S .  
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APPENDIX C - L I E  GROUPS 
h 

An abstract group G is a set of elements G={a,b,c,.;.) 
+ d 

with respect to which a single law of composition (or 

multiplication) is defined. The ordered product a b of any two 

elements must satify the following conditions 

1. Closure: 

. @ 
2. Associative law: 

* 
3 .  Unit element: 

4. Inverse element: -. 

A group is called Abelian if all its elements commute 

with each other. I 

v 

The order of G is the number of .elements in G. A group 

is said to 'be finite if it has a finite number of elements. 

Otherwise the group is said to be infinite. 



r, 

A number  o f  a r e  i n d e p e n d e n t  i f  n a v e  o f  
- i 

t h e m  c a n  b e  e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  o t h e r s *  I f  a D s e t  o f  

i n d e p e n d e n t  e l e m e n t s  e x i s t s  s o  t h a t  f o r  a n y  xQG, x c a n  b e  

e x p r e s s e d  i n  terms o f  t h e  e l e m e n t s -  o f  t h e ' s e t  w e  s a y  t h a t  t h e  
-r 

9 
l a t t e r  i s  a  s e t  o f  i n d e p e n d e n t  g e n e r a t o r s  f o r  t h e  g r o u p .  

The  ' s u b g r o u p  E of  G i s % n v a r i a n t  i f  i t  commutes  w i t h  

a n y  e l e m e n t  x  of  G.  I n  o t h e r  w o r d s ,  a l l  c o n j u g a t e s  o f  t h e  

e l e m e n t s  o f  H ' d e f i n e d  b y  I 

a r e  e l e m e n t s  i n  H.Thus 

A s i m p l e  g r o u p  h a s  n o  i n v  ( e x c e p t  t h e  

u n i t  e l e m e n t ) .  A s e m i - s i m p l e  g r o u p  s u b g r o u p s  

b u t  h a s  no  A b e l i a n  i n v a r i a n t  s u b g r o u p .  

We endow t h e  s e t  G ( a n  i n f i n i t e  gsroup) w i t h  a  t o p o l o g y  

, i n  s u c h  a way t h a t  we d e f i n e  a  s y s t e m  o f  s u b s e t s  o f  G s u c h  t h a t  

'L e v e r y  e l e m e n t  of  G i s  i n  a t  l e a s t  o n e  s u b s e t  o f  G ,  t h a t ' t h e  n u l l  

s e t  a n d  G i t s e l f  a r e  i n  t h e  s y s t e m ,  t h e  i n t e r s e c t i o n  ( s e t  o f  

e l e m e n t s  i n  common) of  two  s u b s e t s  a n d ' t h e i r  u n i o n  a r e  a l s o  i n  

t h e  s y s t e m  o f  s u b s e t s .  Then  w e  s a y  t h a t  G i s  a  t o p o l o g i c a l  s p a c e  
dD 

a n d  t h e  e l e m e n t ' s  of  G a r e  c a l l e d  t h e  p o i n t s  o f  t h e  s p a c e .  

B u t  G h a s  a l s o  g r o u p  p r o p e r t i e s ,  w h i c h  meap,, t h a t  w i t h  , 

a n y  two of i t s  e l e m e n t s  i s  a s s o c i a t e d  a n o t h e r  e l e m e n t  t h a t  i s  A 



d - 
t h e i r  p r o d u c t .  T h u s ,  w i t h  . a n y  two  p o i n t s  a  a n d  b  o f  G we 

a s s o c i a t e  a n o t h e r  p o i n t  ( P ( a , b ) .  K e e p i n g  a  f i x e d ,  t o  e v e r y  b 

c o r r e s p o n d s  q ( a , b ) .  A l s o  t o  e v e r y  b  c o r r e s p o n d s  a n o t h e r  p o i n t  . 
. t h a t  i s  i t s  i n v e r s e .  I f  t h e s e  m a p p i n g s  o f  G i n t o  i t s e l f  i n d u c e d  

by g r o u p  o p e r a t i o n s  a r e  c o n t i n u o u s  w e  s a y  t h a t  G f o r m s  a  

t o p o l o g i c a l  g r o u p .  T h e r e f o r e  t h e  s e t  G h a s  t w o  k i n d s  o f  

s t r u c t u r e :  a  g e o m e t r i c a l  o n e  w h i c b  makes  i t  a t o p o l o g i c a l  s p a c e  

a n d  a l s o  a  g r o u p  s t r u c t u r e  w h i c h  i n d u c e &  c o n t i n u o u s  m a p p i n g  o f  G 
I ' 

i n t o  i t s e l f .  

T h e  s i m p l e s t  k i n d  o f  t o p o l o g i c a l  g r o u p s  a r e  t h o s e  * 

w h i c h  l o c a l l y  h a v e  t h e  p r o p e r t i e s  o f  a n  r d i m e n s i o n a l  E u c l i d e a n  

s p a c e  E,. , s o  t h a t  t h e  n e L g h b o u r h o o d  o f  a  p o i n t  c a n  b e , ,  

c o n t i n u o u s l y  mapped i n t o  a o n e - t o - o n e  way ( h o m e o m o r p h i c  m a p p i n g )  - 
t o  t h e  n e i g h b o u r h o o d  o f  a  p o i n t  f n  E,. . S u c h  a  t o p o l o g i c a l  

s p a c e  i s  c a l l e d  a n  r - d i m e n s i o n a l  m a n i f o l d .  A t o ~ o 1 0 , p ; i c a l  g r o u p  

w h i c h  m a n i f o l d  c a l l e d  2 && p r o u p .  I t  i s  a l s o  s t a t e d  t h a t  

a  L i e  g r o u p  i s  a  t o p o l o g i c a l  g r o u p  w h o s e , u n d e r l y i n g  s p a c e  ( s p a c e  
.II 

f o r m e d  b y  i t s  e l e m e n t s )  i s  an a n a l y t i c  m a n i f o l d .  

- d4 
A l l  t h e  c o n c e p t s  o f  a b s t r a c t  g r o u p  t h e o r y  c o n t i d u e  t o  

a 

bL h o l d  fo> t o p o l o g i c a l  g r o u p s  a n d  i n  p a r t i c u l a r  f o r  L i e  g r o u p s .  I n  
I 

a d d i t i o n  ' i e -  4 d f i n e  c o m p a c t n e s s  f o r  a n y  t o p o l o g i c a l  g r o u p  b y  t h e  + 

f o l l o w i n g : .  a1 t o p o l o g i c a l  g r o u p  G i s  c o m p a c t  i f  i t s  u n d e r l y i n g  

y\ 

s p a c e  S i s  c o m p a c t  i n  t h e  t o p o l o g i c a l  s e n s e ,  t h a t  i s ,  i f  a n y  

i n f i n i t e  s u b s e t  o f  S c o n t a i n s  a  s e q u e n c e  w h i c h  c o n v e r g e s  t o  a n  

e l e m e n t  o f  S .  



A n o t h e r  i m p o r t a n t  t o p s l u g i c a l  n o t  i o n  i s  

~ o n n e c t i v i t y . T o  d e f i n e  c o n n e c t i v i t y  t a k e  a n  a r b i t r a r y  p o i n t  p  i n  
- 

t h e  g r o u p  s p a c e  S of G. C o n s i d e r  t w o  c l o s e d  c u r v e s  L, ( t ' )  a n d  

L 2  ( t )  t h a t  b o t h  b e g i n  a n d  e n d  a t  p .  Here t i s  a  p a r a m e t e r  t h a t  . .. 

p a r a m e t r i z e s  t h e  c l o s e d  c u r v e s  s u c h  t h a t  o n e  p o i n t  o n  t h e  c u r v e  
m , 

i s  a s s o c i a t e d  w i t h  o n l y  o n e  v a l u e  o f  t. F u r t h e r  t - 0  a t  t h e  

b e g i n n i n g  a n d  t-1 a t  t h e  e n d  o f  t h e  c u r v e s .  I f  t h e X r e  e x i s t  a  

f u n c t i o n  h ( s , t )  c o n t i n u o u s  i n  b o t h  s a n d  m- 
. w i t h  O<s<1 r e p r e s e n t i n g  i n t e r m e d i a t e  c u = v e s  b e t w e e n  L l ( t )  a n d  

L P  ( t ) ,  t h e n  t h e  two  c u r v e s  a r e  s a i d  t o  b e  h o m o t o p i c .  T h i s  means  

t h a t  t h e y  c a n  b e  c o n t i n u o u s l y  d e f o r m e d  i n t o  e a c h  o t h e r  b y  

c h a n g i n g  t h e  p a r a . m e t e r  s f r o m  0 t o  1. I f  a l l  c l o s e d  c u r v e s  f r o m  

a n  a r b i t r a r y  p o i n t  p i n  a s p a c e  c a n  b e  d e f o r m e d  t o  z e r o  ( " a r e  

h o m o t o p i c  t o  z e r o " ) ,  t h e n  t h e  s p a c e  i s  s i m p l y  c o n e c t e d .  I f  t h e r e  

a r e  m c l o s e d  c u r v e s  t h a t  c a n n o t  b e  d e f o r m e d  i n t o  o n e  a n o t h e r ,  
-- q .  .i 

t h e n  t h e  s p i c e  i s  m-fo ld  c o n n e c t e d .  

L i e  p r o v e d  some r e m a r k a b l e  t h e o r e m s  c o n c e r n i n g  t h e  
- 

r e l a t i o n s  b e t w e e n  t h e  g e n e r a t o r s  a n d  t h e  g r o u p .  

I n  t h e  f i r s t  p l a c e ,  t h e  c o m m u t a t o r  

- 

of  two' g e n e r a t o r s  i s  a l w a y s  a l i n e a r  , c o m b i n a t i o n  o f  g e n e r a t o r s  
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