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C e r t a i n  p e r t u r b a t i o n  m e t h o d s  a r e  u s e d  t o  a n a l y s e  

f -  

some  p robAems  o f  n o n - l . i n e a r  m e c h a n i c s .  A c Q m p a r i s o n  i s  made  

o f  t h e  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  o b t a i n e d  b y ' t h e  two  m e t h o d s  o f  
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o b t a i n e d  ly~- t h e -  two m e t h o d s  c o i n c u i d e  t e r m  by  tepn. T h e  r e s u l t s  
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. a r e  t h e n  e x t e n d e d  t o  m o n o - f r e q u e n t  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  o f  

o s c i l l a t o r y  s y s t e m s  g o v e r n e d  gy. w e a k l y  n o n - l i n e a r  h y p e r b o l i c  5 

' ,  i 

p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  
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?he K r y l o v - B o g o l i  b o v - ~ i t r o p o l s b i i  (K'-B-M) B s y m p t o t i c  L 

r .  
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m e t h o d  w a s  u s e d  c o  i n v e s t i g a t e  t h k  • ’ 0 1  o w i n g  p r o b l e m s :  
2 d b  

- a )  2 e  r e s p o n s e  . o f  a  n o n - l i n e a r  v i b r a t o r  under - the  Lime-  
- - -  - 

d e p e n d e n t  ( p e q i o d i c  o r  no'n- periodic) e x t e r n a l  f o r c e  i s  - ,. 
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i n v e s t i g a t e d .  T h e  a n a l y s i s  "is e x t e q d e a  t o  n o n - l i n e a r  
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> 1 

v i b r a t o r s  g o v e r n e d  by  p a r t i a J  d i f f e r e n t i a l  e q h a t i o n s .  
- 1  

b )  T h e  -ef  f  e c ' t s  o f  k i n e m a t i c a l  n o n - l i b n e a r i t i e s   on < h e  .. . 
v i b r a t i o n  f r e q u e n c i e s  o f  undamped  a n d  dam,ped s t r i n g s  a r e  ' 

i n v e s t i g a r e d  .and  i t ' i s  s h o w n  t h a t  i n  t h e  c a s e  o f  undamped  

s t r i n g ,  t h e  n a t u r a l  f  r e q q e n c i e s - '  a r h  i n c r e a s e d  *by a  t d r m  

w h i c h  ? r i r i . , lowes t  o r d e r  5.s- p r 8 p o r 8 t i o n a l  t o  t h e  s q u a r e  o f  t h e  
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0.  

a m p l i t u d e  o f  v i b r a t i o n .  T h e  s a m e  i s  t r u e  f o r  n a t u r a l  
- - - 

f k e q u e n c i e s  i n  t h e  case  o f  a damped s t r i n g ,  f o r  
.d 

< t i m e s  w h i c h  a r e  s m a l l  c o m p a r e d  w i t h  t h e  d e c a y  t i m e .  , 
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c) T h e  a s y n p t o t i c  s o l u t i o n s  a r e  o b t a i n e d  f o r  a c l a s s  o f  
- - 

h y p e ' r b o l i c  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  w i t h  s l ~ w l y  
, 

\/ 
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. 
t ' a r y i n g  c o e f f i c i ; ? n t s .  T h e  r e s u l t s  -are a p p l i e d  t o  t w o  - 
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' d i m e n s i o n a l  i r i b r ' a t i o n s  of '  a  d a m p e d  s t r e t c h e d  s t r i n g .  - 

'6. 
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T h e  n a f u r e  o f >  p l a n e  s h o c k  w a v e s .  i n  a  v i s c o e l a s t i c  

n e d i a  d i s p l 9 y i n g  c u b i c  e l a s t i c i t y  i s  a l s o  i n v e s t i g a t e d ,  b y  t 
G 

u s i n g  t h e  t w o - t i m e  ~ x p a n s i o n - ,  T h e  n o n - l i n e a r i t y  i s  t a k e n  t o -  % .- 
< --------- -: -+. 
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t o  a g i n e a r  d n e ,  when t h e  g o v e r n i n g  n o n - l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  

-7" 
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e q u a t i o k  c o n t a i n s  a  s m a l l  p a r a m e t e r  E a n d  f o r  E 0 t h i s  
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l i n e a r  s y s t e m s ,  o n e  g e n e r a l l y  s e e k s  a p $ ? o x i m a t e  s o l u t i o n s .  
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p l a n e t a r y  m o t i o n .  T h e  e a r l i e s t  ; e c h n i q u e  t o  s o l v e  a  non-  .. - - 

-* - 0 ;,p: 
l i n e a r  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  w a s  t . ~  e x p r e s s  t h e  s o l u t i o n  - .I"E 

s o u g h t  u - ( t , & )  a s  a  Dower s e r i e s   in'^: 
- '- 2% 

s o u g h t  u ' ( t , & )  a s  a  p o w e r  s e r i e s  i n  E :  
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\-2 * 
5 co .?.% "* r r't. 
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' i' u T t , ~ )  i n  t h e  g i v e n  n o n - l i n e a r  d i f  e r e n t i a l ,  ... 
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s o l v e d .  However  s u c h  a s o l u t i o n - _ - g e n e r a l l y  i n v o l v e s  

m m 
s e c u l a r  tLrms o f  t h e  t y p e  t s i n  a t  a n d  t c o s  a t  ' 

(m > 1, a = '  c o n s t a n t )  w h i c h  m a k e s  t h e  s 6 l u t i o n  v a l i d  o n l y  

r s m a l l  i n t e r v a l s  o f  t i m e .  S u c h  a  s o l u t i o n  b e c o m e s  i n - .  h - 1 3 
v a l i d  fo;- l a r g e  t i m e s .  - 
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I n  t h e  d , eve loppe ; t  o i  t h e  t h e o r y  o f  n o n - J i n e a r  - 
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a p p e a r a n c e  o f .  s e c u l a r  t e r m s  i n  t h e  s o l u t i o n s . ~ , A l l  t h e s e  

9 - 
L 

mL:ethods h a v e  b e e n  b a s e d  o n  power  s e r i e s  e x p a n s i o n s % .  
n , - 
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*\- I* ' i  

w 
w 

*"' * 
A l t h o u g h  a s  a  r . u l e ,  t h e  s e r i e ;  % . v e r g e ,  t h e  - 

"% . a p p r o x i m a t e  f o r m u l a e ~ o u n d  b y  t a k i n g  t h e  , f i r s t  f e w  t e r m s  .& s 

q a r e  q u ' t e  s u i t a b l e  f g r  p r a c t i c a l ' c a l c u l a t i o n s . .  I n  f a c t ,  t 
I 
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. 1 e 
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-- -*- 

i n  t r u n c a t y n g  t h e  s e r i e s  s o l u t i o n  a f t e r  n  te ' rms  i s  

n u m e r i c a l l y  l e s s  t h a n  t h e  f i r s t  n e g l e c t e d  t e r m ,  t h a t  i s ;  
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( l i ' -+ l j th  t e r m .  c e  i t  b e c o m e s  t o o  c o m p l i c a t e d  t o  c a l -  

c u l a t e  h i g h e r - a p p r o x i m a t i o n s  i n  g e n e r a l  o n e  r e s o r t s  t o  
'k .-*- a * 

f i r s t  a n d  s e c o n d  ~ p p r o x i ' r h a t i o n s  f o r  m o s t  p r a c t i c a l  p u r p o s e s .  

T h e  a s y m p t o t i c  , m e t h o d s  w e r e  f o u n d  t o  b e , v e r y  

e f f e c t i v e  i n  c e l e s t i a l  m e c h a n i c s  b y  v a r i o u s  a s t r o n o m e r s  
6 , . t' 

s u c h  a s  L i n d s t e d t  ( 1 8 8 2 ) ,  ~ b h l i n  ( 1 ' 8 8 9 ) ,  ~ o i n c a r i  ( 1 8 9 2 )  
r 

a n d  G y l d g n  ( 1 8 9 3 ) . -  T h e  f u n d a m e n t a l  i d e a  i n  L i n d s t e d t  - 
P o i n c a r g  a p p r o a c h  w a s  baaed o n  t h e  o b s e r v a t i o n  that%Lhaz 

n o n - l i n e a r i t i e s  i n  t h e  e q u a t i o n  
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x + w x = ~ f  ( ~ $ 1  0 ( 1 )  . 
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Th,e e q u a t i o n s  f o r  A a n d  b  w e r e  

, b y - a v e r a g i n g  t h e  e q u a t % n s  ( 4 )  o v e r  t h e  t i m e  i n t e r v a l  
1- w > ?  

%-- [ t ,  t + T ] ,  d u r i n g  w h i c h  a  a n d  b  c h a n g e  v e r y  l i t t l e  a n d  

, I  

h e n c e  c a n  b e  t a k e n  t o  b e  c o n s t a n t s  o n  t h e  r i g h t - s i d e  

\. 
e o f  + I e q u a t i o n s .  ( 4 ) .  H e r e  T = 21~ /w-  i s  t h e , p e r i o d  o f  t h e  

\ 0 ' 
t e r m s  o n  t h e  r i g h t  s i d e  o f  e q u a t i o n s  ( 4 )  .- T h i s  method:.: 

I, C 

g i v e s  o n l y  t h e  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n &  i s s o n o t  s u i t a b l e %  
= Y 

c 

f o r  h i g h e r  a p p r o x i m a t $ o n s .  A m a t h e m a t i c a l  j u s t i f i c a ~ i o n  - .- 
o f  t h i s  m e t h o d  w a s  g x v e n  b y  F a t o u  ( 1 9 2 8 )  a n d  M e n d e l s t a n  

a n d  P a p a l e k s i  . ( 1 9 3 4 ) .  

O n . t h e  b a s i s  o f  t h e  m e t h o d  h f  V a n d e r - P o l ,  K r y l o v ,  

B o g o l i u b o v . , a n d  M i t r o p o l s k i i  (K-B-M) d e v e l o p &  g n  P 
4 'i 

a s y m p t o t i c  m e t h o d  f o r  s o l v i n g  n o n - l i n e a r  p r o b l e m s  i n  

m e c h a n i c s  w h i c h  a p a r t  f r o m  b e i n g  s u i t a b l e  f o r  h i g h e r  

o n s ,  g i v e s  i d e n t i a l  s o l u t i o n s  t o  t h o s e  f o u n d  

b y  V a n d e r - P o l  m e t h o d  f o r  f i r s t  a p p r o x i m a t i & .  T h e  .K-B-M 

m e t h o d  w a s  , l a t e r  g e n e r a l i z e d  t o  t h e  s o - c a l l e d  m e t h o d ' o f  

a v e r a g i n g .  A c c o r d i n g  t o  K-B-M m e t h o d ,  t h e  a s y m p t o t i c  

s o l u t i o n  o f  ( 1 )  i s  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  

a3 

r 
x = . a  c o s  I/J + L E u r ( a , @ )  ( 5 )  

r = l  



, 
I 

4.- - *  
"8 .$ re. 

SL \.=I % 
rib -- 

4" 

6 

/ -  \ 

1 

; * r ,  

P-1 
w h e r e  u  a r e  2 ? - p e k i o d i c  i n  '$ a n d  a , $  a r e  d e t e r m i n e d  - r 

. * 
f r o m  t h e  d i f f e r e n t i a l  , e q u a t i o n s  

.' X " 

2  -. Q = E A ~ ( ~ ~ > $ +  E A 2 ( a )  + . . . . .  
0 * 

' 2  f ' . 
\ 

'LJ = a0 + eBl (a) + E B~ ( a )  + . . . . ( 6 )  

I t  i s  a s s u m e d  t h a t  u r ( a , q ) ,  1 . a r e  f r e e  o f  L i r s t  

h a r m o n i c s  i n  $.  h he f u n c t i o n s ,  A B a n d  u  a r e  t o  b e  
: r '  r r 

s o  d e t e r m i n & d ! ~ h a t  t h e  s o l u t i d n  ( 5 ) - ( 6 )  s a t i s f i e s  (1) 

3 

. t o  e a c h  o r d e r  o f  E .  T h e  K-B-M m e t h o d  c a n ' a l s o  b e  u,sed 
3 L L 

, 20 f i n d  p e r i o d i c  2 g 3 u t i o n s ,  o • ’ -  (1) i f ' * e  ' t a k e  d = 0 o r  o O C 

o C  0 

. ' e 
r OLr c i  * 

r C 

a = c o n s t a n t .  . D o O 1 . L c  0 

= i 
o " , ~ o o L  

0 L C  
C L C  

= 
I n  r e c e n t  y e  a r t  f r o m  o t h e r  m e t h o d s ,  t h e  i 

\ C 

G 

tw,o- t ime m e t h o d ,  f i r  0duc-d by  C o l e  a n d  K e v o r k i a n  
2' 

[ 1 4 ]  h a s  g a i n e d  c o n s  e - J l q p o r t a n c e .  *+L 

" t h i s  m e t h o d ,  t h e  s o l u  f ( f 0)0 *+ 

0 

f u n c t i o n  o f  two t i m e s  T a n d  rl d e f i n e d  b y  

w h e r e  w a r e  c o n s t a n t s ,  Lnd i s  e x p r e s s e d  " i n  t h e  f o r m  r 

E a c h  x i s  d e t e r m i n e d  i n  s u c h  a  way t h a t  t h e  s o l u t 5 i o n  
- 

r I 

i s  o f  O ( 1 )  a s  t -+m. - i s  u n i f o r m l y  valid, i , . ~ .  ~ ~ / x ~ - ~  
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CHAPTER 1 
\ 

O N  THE PERIODIC SOLUTIONS OF DIFFERENTIAL 

EQUATIONS OBTAINED 

a KRYL0.V-BOGOLIUBOV. 

a 1. INTRODUCTION. 

A s  i s  w e l l  

B Y  THE METHODS OF PQINCARE A N D  

known ,  P o i n c a r - 6  . M e t h o d -  [ 1 ]  i n  t h e  

t h e o r y  o f  n o n - l i n e a r  v i b r a t i o n s  a l l o w s  u s  t o  f i n d  t h e  

p e r i o d i c  s o l u t i o n s  o f  w e a k l y  n o n - l i n e a r  s y s t e m s  o f -  

o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l '  e q u a t i o n s .  T h e  P o i n c a r g  m e t h o d  

c a n  b e  e x t e n d e d  t o  f i n d  t h e  m o n p - f r e q u e n t  p e r i o d i c  

o s c i l l a t i o n s  o f  a  m e i h a n i c a l  s y s t e m  g o v e r n e d  b y  s e c o n d  

o r d e r  n o n - l i n e a r  , b y ' p e r b o l i c  a u t o n o m o u s  p a r t i a l  d i f -  

f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  T h e  m e t h o d  c a n  e q u a l l y  w e l l  b e  

u s e d  f o r  t h e  n o n - a u t o n o m o u s  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  . 
a - 
e q u a t i o n s .  

T h e  a s y m p t o t i c  m e t h o d  o f  K r y L o v - B o g o l i u b o v  

[ 3 ]  d e v g l o p e d  b y  B o g o l i u b o v  a n d  M i t r o p o l s k i i  [ 4 ]  i s  . 
u s e d  f o r  s t u d y i n g  n o n - s t a t i o n a r y  v i b r a t i o n s  g o v e r ' n e d  

b y  o f d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  w i t h  s m a l l  non-  

l i n e a r i t i e s .  L a t e r  t h i s  m e t h o d  w>s d e v e l o p e d  b y  . 
0. 

4 
M i t r o p o l s k i i  a n d  Mosenkov  . [ 9 ] ,  B o j a d i i e v  a n d  L a x d n e r  

[ 1 0 , 1 1 - , - 1 2 1  a n d  o t h e r s  [ I 3  j 1 4 , 1 5 , 1 6 , 1 7 ]  f o r  f i n d i n g  - t h e  . 

' n o n - s t a t i o n a r y  r e g i m e  o f  v i b r a t i o n s  aof  m e c h a n i c a l  a n d  





g e n e r a l i z e  t h e s e  r e s u l t s  t o  a u t o n o m o u s  a n d  n o n -  

a u t o n o m o u s  s y s t e m s  o f  o r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  
r 

T h i s  i s  d o n e  i n  s e c t i o n s  4 a n d  5 .  
i 

I n  s e c t i o n  6 ,  w e  e x t e n d  t h e  i n v e s t i g a t i o n  t o  

c o m p a r e  m o n o f r e q u e n t  p e r i o d i c  o s c i l l a ~ i o n s  g o v e r n e d  b y  

a u t o n o m o u s  n o n - l i n e a r  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  'I- 
I n  s e c t i o n  7 ,  we g i v e  a n a l o g o u s  r e s u l t s  f o r  non-  

.a- 

a u t o n o m o u s  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  i n  - b o t h  " 

r e s o n a n c e  a n d  n o n - r e s o n a n c e  c a s e s .  

t 
Y 1 n  a l l  t h e s e  s e c t i o n s ,  t h e  i m p o r t a n c e  0 4  t h e  

s o - c a l l e d  i m p r o v e d  - n - t h  a p p r o x i m a t i o n  i n  t h e  K-B-M 
I 

m e t h o d  i s  d e m o n s t r a t e d ~ w h e n  t h e  p e r i o d i c  ' ~ ~ i u t i o n s  a r e  

b e i n g  s o u g h t .  



- 1. * 
-1. 2 .  S e c o n d - O r d e r  A u t o n o m o u s  E q u a t i o n .  

L e t  u s  c o n s i d e r  e q u a t i o n  ( 1 ) .  A c c o r d i n g  t o  
*.. 

P o i n c a r g ' s  m e t h o d  we c a n  s e e k  t h e  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  o f  \ 

( 1 )  i n  t h e  f o r m  

2 
X = X (T? + E X ~ ( T )  + E x ~ ( T )  + ... , 0 ( 2 )  

w h e r e  t h e  f u n c t i o n s  {x ( r ) )  a r e    IT p e r i o d i c  i n  r a n d  
S 

T h e  c o n s t a q t s  { h  h a v e  t o  b e  d e t e r m i n e d .  t! ,&ually t h e  
S 

I 

s o l u t i o n  x ( t )  o f  (1) i s  s o u g h t  u n d e r  t h e  c o n d i t i o n  

k ( 0 )  = 0 ,  w h i c h  i m p l i e s  

T h e  f u n c t i o n  x ( r )  i s  a  s o l u t i o n  o f  t h e  g e n e r a t i n g  
0  

2 
e q u a t i o n  d  x o / d r 2  + x = 0.  T a k i n g  i n t o  a c c o u q t  ( 4 )  o n e  

0  

g e t s  

x 0 ( r )  = M c o s  r . ( 5 )  

rl 

S u b s t i t u t i n g  ( 2 )  i n t o  ( l ) ,  m a k i n g  use o f  ( 3 ) ,  a n d  

2 
e q u a t i n g  t h e  c o e f ' f i c i e n t s  o f  E , E  , . . .  , we h a v e  f o r  

* S e c t i o n s  2-5  a r e  p u b l i s h e d  i n  UTILITAS MATKEMATICA 
-- 

I V o 1 . 3 ,  ( 1 9 7 3 )  p p . 4 9 - 6 4  ( w i t h  .BOJADZIEV a n d  L A R D N E R ) .  
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, .which d e t e r m i n e s  t h e  a m p l i t u d e  a  . T h e  e q u a t i o n  *(18)  - 
< 

= _ " '  i s  i d e n t i c a l  w i t h  ( 9 )  w h i c h  s h o w s  t h a t  a  = M p r o v i d e d  

we c o n s i d e r  t h e  c o r r e s p o n d i n g  r o o t s  i n  t h e  t w o , : e q u a t i o n s .  

T h e  s o l u t i o n  ( 1 3 )  c a n  b e  " w r i t t e n  i n ? h e  f o r m , -  - -- 

( 2 )  , w h e r e  

By t h e  u n i q u e n e s s  t h e o r e m  f o r  p%"r=iqdic s o l u t i o n s ,  t h e  

two s o l u t i o n s  ( 2 )  a n d  ( 1 3 )  m u s t  b e  t h e  s a m e ,  p r o v i d e d  

t h q t  - t h e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  ( 4 )  a r e  u s e d  f o r  t h e  K - B  
* 

m e t h o d  a s  w e l l  a s  f o r  t h e  P o i n c a r ;  m e t h o d .  We o b s e r v e  
,* 

t h a t  i n  t h e  s o l u t i o n  ( 2 ) . ,  x i s  27~ p e r i o d i c  i n  T 

d e f i n e d  i n  (3)., w h i l e  i n  t h e  s o l u t i o n  ( 1 3 ) ,  x i s  2 ~  

p e r i o d i c  i n  I) d e f i n e d  b y  ( 1 7 ) .  I t  f o l l o w s  t h a t  t h e  
4 

r a t i o  o f  I) a n d  T m u s t  b e  r a t i o n a l .  B u t  $ p d ~  a r e  
%* - 

e x p r e s s i b l e  a s  power  s e r i e s  i n  E w h o s e  z e r o - o r d e r  t e r m s  7 

=A a r e  . i d e n t i c a l ,  s o  t h a t  t h e y  m u s t  t h e r e f o r e  b e  e q u a l .  

T h e  two s e t s  o f  c o e f f i c i e n t ' s  i n .  ( 3 )  a n d  ( 1 8 )  a r e  

r e l a t e d  b y  e q u a t i o n s  s u c h  a s  

S i n c e  T .= $ i n  t h e '  two s o l u t i - o n s  ( 2 )  a n d  ( 1 3 )  

we m u s t  h a v e  t e r m - b y - t e r m  e q u a l i t y  o f  t h e s e  p o w e r  series - 
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c o i n c i d e s  w i t h  t h e  i m p r o v e d  f i r s t  a p p r o x i m a t i o n  f o u n d -  

b y  t h e  K - B  m e t h o d , w i t h  r e s p e c t  t o  b o t h  I$ a n d  -r . 
D 

I n  g e n e r a l  t h e  n t h  a p p r o x i m a t i o n  f o u n d  by  

P o i n c a r g ' s  m e t h o d  i s  t h e . s a m ' e  a s  t h e  i m p r o v e d  n  t h  

a p p r o x i m a t i o n  f o u n d  b y  t h e  K - B  m e t h o d ,  i . e .  i f  we t a k e  

( n + l )  t e r m s  a n d ' n o t  n  te rms i n  ( 1 3 ) .  T h i s  r e m a r k  is 

/' i m p o r t a n t  b e c a u s e  i n  t h e  g e n e r a l  c a s e  when o n e  a p p l i e s  ., 
fc 

t h e  K - B  m e t h o d  t o  f k n d  n o n s t a t i o n a r y  v i b r a t i o n s ,  t h e  

t h  
r e c o m m e n d a t i o n  g i v e n  i s  t o  t a k e  n  t e r h s  • ’ o r  t h e  n .  

a p p r o x i m a t i o n .  
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I' .I 

L C  

26 c, - C L  

3 \, 
- > I ,A*- 

? 

* 

To f i n d  t h e  2 r / v  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  i n  t o f  ( 1 9 ) X . ; .  
@-" - 

w e  s e t  

T h i s  i m p l i e s  A s ( a , , q o )  = 0 ,  B s ( a O , $ O )  = 0 ,  s = 1 , 2 , -  a 

r I 

a n d  we do  n o t  n e e d  e q u a t i o n s  ( 3 1 )  . T h e n  ( 3 0 )  b e c o m e s  - 

T h e  t e r m  u  0  = a. c o s ( 0  + $ 0 ) i s  a  s o l u t i o n  o f  

Q 

T h e  e q u a t i o a k  ( 2 3 )  a n d  ( 3 6 )  a r e  t h e  s a m e ,  hen;@ 

, / 
t h e i r  s o l u t i o n s  x a n d  u  c o i n c i d e ;  i . e .  

- 0  0  6 

w 

9 

M c o s  v t  + N s i n  v t  = a. c o s ( 0  + q O )  , 0  = ~ t ,  ' 

,-- 
o r  4 

,5 

M = a. c o s  '9 N = -  
0  ' a. s i n  $ O  . 

A c c o r d i n g . t o  t h e  u n i q u e n e s s  t h e o r e m  • ’ o f  p e r i o m d + c  , _ . 

s o l u t i o n s ,  t h e  two s o l u t i o n s  ( 2 0 )  a n d  ( 3 5 )  c o i n c i d e  t e r m  - 

b y  t e r m  i n  t h e  power  s e r i e s  i n  E . 
I 





4 .  S y s t e m s  o f  A u t o n o m o u s  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o p s .  

Co s i d e r  t h e  n o n - l l n e a r  s , y s t e m  P 

- 
w h e r e  E > 0  i s  a  s m a l l  p a r a m e t e r ,  x = ( x l ,  . . .  , x n )  , 

f  = ( f  . . , ) a i e  n  v e c t o r s  a n d  w = diaglw:-. . . ) 1" n  

i s  a  d i a g o n a l  m a t r i x .  We a s s u m e  t h a t  f  i s  a n  a n a l y t i c  

f u n c t : o n  o f . ~ , i ,  i n  a  d o m a i n  c o n t a i n i n g  t h e  s o l u t i o n  o f  
>' -Y 

t h e  g e n e r a t i n g  s y s t e m  ( E  = 0 )  . We a r e  i n t e r e s t e d  i n  
- 

t h e  p e r i o d i c  s o l u t i o n s  o f  ( 4 0 )  w i t h  p e r i o d  2n /w  + O ( E )  
." 1 .  

w h i c h  c o r r e s p . o n d s  t o  t h e  f r e q u e n c y  w l .  We a l s o  a s s u m e  
I 

t h a t  w i  f ~ w ~ . ,  K i s  a n y  i n t e g e r ,  i = 2 , . . . , n  . 
. , 

A c c o r d i n g  t o  P o i n c a r g ' s  m e t h o d  w e  s e e k  t h e  

s o l u t i o n  i n  t h e  f o r m  
P 

w h e r e  x (s) = ( x l  ( s )  , ..., x ( ' ) )  a r e  2 r  p e r i o d i c  i n  r a n d  
n  

U s i n g  ( 4 1 )  a n d  ( 4 2 )  i n  ( 4 0 )  a n d  - e q u a t i n g  t h e  

v a r i o u s  p o w e r s  o f  E , we h a v e  e q u a t i o n s - f o r  x ( ' ? ( T )  , 
' 
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From ( 4 6 )  we h a v e  

a = a. = c o n s t .  , 

w h e r e  a  
- 0  

 any^^}: a r e  t o  b e  f o u n d .  

e  s o l u t i o n  ( 4 5 )  c a n  b e  w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  ( 4 1 ) ,  Ch 
w h e r e  a  = ?4 . A s  i n  s e c t i o n  2  o n e  c a n  s e e  t $ a f , r  g i v g n  

0 - - >  

b y  ( 4 2 )  a n d  $J b y  ( 4 7 )  a r e  t h e  s a m e ;  i . e .  r = I.) , a n d  we 

h a v e  t h e  s a m e  r e l a t i o n s  b e t w e e n  {B a n d  { h  , e x c e p t  
S S ,  

&3 
* - 

t h a t  w i s  r e p l a c e d  b y  w 
, 1 ' 

f - 
Hence ;  i n  t h e  c a s e  o f  p e r i o d i c  s o l u t i o n s ,  t h e  

s o l u t i o n  
2 

( 4 5 )  f a r  t h e  K - B  m e t h o d  r e d u c e s  t o  t h e  f o r m  ( 4 1 ) ' ~ -  

. and, t h e  r e s u l t s  o b t a i n e d  a r e  t h e  s a m e .  



5 .  S y s t e m s  o f  N o n - a u t o n o m o u s  D i f f e r e n t i a l  E q u a t i o n s .  

C o n s i d e r  t h e  s y s t e m  o f  n o n - a u t o n o m o u s  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n s  . 

w h e r e  x  = . ( x l ,  ..., x ) a n d  f  = ( f l ,  . . .  , f  ) a r e  n - v e c t o r s ,  
n  n .  

w = d i a g ( w l ,  . . . ,  wn) . T h e  f u n c t i o n  h i s  2n p e r i o d i c  i n  , 

i n 0  
8 o f  t h e  f o r m  f = L e  O w h e r e  O n  i s  p o l y n o m i a l  i n  n  n=-N 

- 
L e t  u s  a p p l y  P o i n c a r 6 ' s  m e t h o d  t o  f i n d    TI 

p e r i o d i c  s o l u t i o n  i n  0  o f  t h e  e q u a t i o n  ( 4 8 )  i n  t h e  non-  

r e s o n a n c e  c a s e .  We c a n  w r i t e  t h e  s o l u t i o n  i n  &fe f o r m  

0 
x ( t )  = x  ( t )  + E P ( t )  + E 2 X ( 2 )  ( t )  + . . . , 

w h e r e  (t), s = 1 , 2 , .  . . a r e  n - v e c t o r s .  

\ A s  i n  s e c t i o n  3 we g e t  X'O) (+t) = 0  a n d  x ( l ) ( t )  

i s  t o  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  iqua t io"n  

A c c o r d i n g  t o  K-B m e t h o d  [ 4 ] ,  w h e r e  m o r e  g e n e r a l  

s y s t e m s  a r e  c o n s i d e r e d ,  i t  i s  s u p p o s e d  t h a t :  . ( a )  t h e  

g e n e r a t i n g  s y s t e m  h a s  v i b r a t i d n s  w i t h  f r e q u e n c y  w o f  
1 

- - 
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I 

H e r e  a g a i n  h a v e  t h e  s a m e  r e s u l t  a s  i n  s e c t i o n s -  

2 ,  3' a n d  4 .  

A c o  a i n  r e s o n a n c e  c a s e  v = w 0 
1 

h a s  a l s o  b e e n  made  a n d ' t h e  r t o b t a i n e d  i s  t h e  s a m e .  ' -  

0 

\ 
An i d e n t i c a l  r e s u l t  h o l d s  f o r  t h e  m o r e  g e n e r a l  

s y s t e m  

A% + B x  = E • ’ ( ~ ~ , x , ~ , E )  , 9 = v t  , 

w h e r e  x a n d  f a r e  v e & t o r s ,  A a n d  B a r e  n k n  c o n s t a n t  

m a t r i c e s .  
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T h i s  i s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o n d i t i o n  t o  ( 4 )  i n  c a s e  o f  

o r d i n a r y  a u t o n o m o u s  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  

T h e  f u n c t i o n  u  ( x , r )  i s  t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  
0 

g e n e r a t i n g  e q u a t i o n  

T a k i n g  i n t o  a c c o u n t  ( 5 9 ) ,  t h e  s o l u t i o n  b s  

/ 

(66) 
_I- - 

u O ( x , r )  = M $ 1 ( ~ )  c o s  T 

/' 

w h e r e  $I ( x )  s a t i s f i e s  ( 5 4 )  f o r  n  = 1. 
1 

S u b s t i t u t i n g  ( 5 8 )  i n t o  ( 5 l ) ,  m a k i n g  u s e  o f  ( 5 7 )  

2  
a n d  e q u a t i = n g  c o e f f i c i e n t s  o f  E , E  , . ... , we h a v e  f o r  

u 1 , u 2 ,  . . .  t h e  e q u a t i o n s :  



To s o l v e  ( 6 l ) ,  we e x p a n d  u l ( x , r )  i n  t e - rms  o f  

known e i g e n f u n c t i o n s  { @ , ( x )  1 g i v e n  by ( 5 4 )  : 

I n  v i e w  o f  ( 5 5 )  a n d  (59 ) ' ,  ( 6 3 )  w i e s  

U s i n g  ( 6 3 )  i n  ( 6 l ) ,  m u l t i p l y i n g  b o t h  s i d e s  b y  @ , ( x ) ,  

i n t e g r , a t i n g  f r o m  0 t o  R a n d  u s i p g  ( 5 5 ) ,  we g e t  

2 2 w v " ( T )  + UL V ' ( T )  = - 2hlMdln c a s  T + F' (M',T) 
1 n  n  n  n ,  

( 6 5 )  



S i n c e  F ( M , T )  a r e  2n p e r i o d i c  i n  r, we c a n  e x p a n d  them 
n  

a s  F o u r i e r  s e r i e s  

. p i n )  (M) CO 

F n ( M , r )  = + L {P(" ) . (M)  c o s  r r  + Q ( " ) ( M )  s i n  r r }  r r = l  r 

\ ( 6 7 )  
', 

S u b s t i t u t i n g  ( 6 7 )  i n  ( 6 5 )  a n d  t a k i n g  n  = 1, e q u a t i n g  t h e  

c o e f f i c i e n t s  o f  s i n  r a n d  c o s  r t o  z e r o  t o  g e t  r i d  ok t h e  

j _ s e c u l a r  t e r m s ,  we o b t a i n  t h e  a m p l i t u d e  e q u a t i o n :  

a n d  a n  e q u a t i o n  f o r .  h. - 
1 ' 

- % q u a t i o n  ( 6 8 )  d e t e r m i n e s  t h e  a m p l i t u d e  M .  T h e  s o , l u t i o n  

, . f o r  V l ( r )  und ' e r  t h e  c o n d i t i o n  ( 6 4 )  i s  



0 a n d  f o r  n  f 1, - 
i' 
U C  

P c o s  + Q:") s i n  r-T 
r A 

V n ( r )  = - 
2  2 2  2 

'"'n 
r = l  w n  

- r w  
1 

T h u s  f r o m  ( 6 3 ) ,  t h e  s o l u t i o n  f o r  u l ( x Y ~ )  i s  

s i n  r~ - ('1 s i n  T P ('1 c o s  r r  + Q, 
r rQr  + C 2  2  3 -  , ' 

r = 2 w ( 1 - r )  1 

00 ("1 c o s  r T  + g:n) s i n  r r  
'r + C 2  2  2  

n = 2  r = l  w n  - r w l  

0 

T h i s  s o l u t i o n  h a s  o n e  unknown c o n s t a n t  M 1 9  w h i c h  i s  

d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  s o l l r t i o n  o f  u 2 e  1 
, 

No,w l e t  . u s  a p p l y  K-B-M. m e t h o d  t o  f i n d  c a mono- 

f r e q u e n t  s o l u t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 5 1 )  ., c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  

f r e q u e n c y  o l .  T h e  s o l u t i o n  i s  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  



- 
? h e r e  u r , ( x , a ,  a r e  2 s  p e r i o d i c  i a n d  a , $  a r e  g i v e n  

b y  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  - 
-6 * 

2 .  h = E A  ( a )  + E A 2 ( a )  + . .  . . .  
1 

2' + E B ~  ( a )  + E B-2 ( a )  + . . . . 

T h e  f u n c t i o n s  { r ( x , a , ) ,  A r  ( a ) ,  B r  ( a )  1 a r e  $ 0   be f o u n d *  

f r o m  t h e  r e q u i r e m e n t  t h a t  u s a t i s f i e s  ( 5 1 )  t o  eacli o r d e a -  

o f  E .  F o r  e x a m p l e ,  t h e  f o r m u l a s  f o r  A ( a )  a q d  B ( a )  a r e  1 1 

1 
. A l ( a )  = - - 

4awl 
i Fl (a ,$ ' )  s i n  + diL 
' 0  

w h e r e  

R 

a n d  

1 Y 

- ~ ~ a @ ~ ( x )  s i n  $J) .- 
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I f  t h e  p e r i o d i c  s o l u t i o n  i s  a s s u m e d  t o  b e , u n i q u e ,  t h e  two 
\ 

s o l u t i o n s  ( 5 8 )  a n d  ( 7 1 )  m u s t , b e  s a m e  t e r m - *  t e r m ,  

p r o v i d e d  t h a t  t h e  s a m e  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  (5kj a re  u s e d  

f o r  b o t h  m e t h o d s .  O f  c o u r s e  we c o m p a r e  t h e  n t h  a p p r o x i -  

m a t i o n  o f  P o i n c a r 6 ' s  m e t h o d  w i t h . t h e  i m p r o v e d  n  t h 
i 

- a p p . r o x i m a t i o n  o f  t h e  K-B-M m e t h o d .  

Y , * 



a 

* - 4 4  - - .  - - - - 
d 2 5 

G 

- 7 '  ' SECOND O R D E R  NON- .AUTONOMOUS P A R T I A L  D I F F E R E N T I A L  
. . + 

4 5 U i - 0 

' ' L 
P .  E Q U A ' ~ I ~ N .  = e ,& 

Y 
0 

I 

I .  \ ' c o n s i d e i r  t h e -  n6n-autonomous p a r t i a l  d i f  f  e r e n t i a . 1  
. -I 

5 

I 

. . 
& *  3 0 .  

, T 

O : 

-\ a o0 t 

a 
1 9  ~ ~ x ) u ~ ~  = [ g C x f u x l - r  u + ~ ~ ( + ~ , x , u , u ~ ~ u ~  , E ) ,  0 i - = ~ t -  - -- -, 

a 

C 
{-7 89 ' o *  L I 

2 m d i - a U 
i . + O C  

J 00 

1 c 

L , *  
u n d e r  t h e  s a m e  b o u n d a r y \ o n d i t i o n s  ( 5 2 ) .  F i s  s u p p o s e %  t o G  . _  .8, - 7 

ave'  p e r i o d  2 n h  i n  t ,  i. e . '  2n S r i o d i c  i n  8 ' a n d  t o  b e  o f  

3 

( 
,A t h e  f'orm - = T 

C 

T h e  c o e f f i c , i e n t s  F ( x , u , u  ' E )  i n  t h i s ' f i n i t e  sum. a r e  
n X y U t ,  - - 

C - -  , - - *c--, r e q u i r e d  t o  b e  p o l y n o m 3 a l  i n  t E e i r  d r g u m e a t s .  
" 

L 
. . + 

c- 

' r a .  H e r e  two c a s e s  a r i s e .  
. D 

( a ) '  S O N - R E S O N A N C E  C A S E .  & .  

= u 
A . - .  

d 

Assume  t h a t  f o r  a l l  i n t e g e r s  m a n d  n ,  * 

0 
> 

f o r  a n y  i n t e g e r  r .  - @ - 
% c E 

. * 
L 

- T h e  g e n e r a t i n g  e q u a t i o n  o f  ( 7 6 )  - is  (5n a n d  t h e  f o r ~ u l i s  
' 

. ?  

( 5 3 )  - ( 5 5 )  s t i l l  h o l d .  d . I 



L 

- L": 
" - , " L  \ 

=*; 
,? \ ' 4 5  

* 
% 
e t a i u  '. 

f9 

a 

L e t  u s  a p p l y  P o i n c a r i ' s  m e f h o d  f o r  f i n d i n g  t h e  
- 

rrr-z ce2 p e r i o d i c  s o l u t i o n s  w i t h  p e r i o d  2 r J v  i n  t ( o r  2n p e r i o d i c  
e 

i n  0 = v t )  o f  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 7 6 ) .  We c a n  
- % 

L 

w r i t e  t h e  s o l u t i o n  a s  a  s e r i e s  t 

- 
d 

3 I 
; h e r e m i h e  f u n c t i o n s  { u  ( x , t ) ]  a r e  2 n  p e r i o d i c  i n  V t .  r 

C 

-A A f t e r  s u b s t i t u t i n g  ( 7 7 3  i n t o  ( 7 6 ) ,  w e  g e t  

. uo(x , ,  t )  =%. u l ( x l t )  i s  t o  b e  f o u n d  f r o m  

To s o l v e  t h i s ,  we e x p a n d  u ( x , t )  a s  
% 8, 1 

. . 

s u b s f i t s t e  i n '  ( 7 8 ) ,  m u l t i p l y  by  O n ( x ) ,  i n t e g r a t e  ~ . r .  t .  

x f r o m  0 t-o !4 , u.se ( 5 4 )  a n d  ( 5 5 )  t o  g e t  

w h e r e  
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(b) RESONANCE CASE. 

L e t  u s  now a s s u m e  t h a t  t h e r e  a r e  some  p a i r s  o f  

" n t e g e r s  m a n d  n  s u c h  t h a t  t h e r e  i s  o n e  f r e q u e n c y ,  c a l l  

i t  w f o r  w h i c h  
1 

.r 

To s i m p l i f y  t h e  c o n s i d e r a t i o n s ,  l e t  u s  c o n s i d e r  t h e  c a s e  
a 

o f  e x a c t  m a i n  r e s o n a n c e , ,  w = v , i . e .  
1 

p = q = l . \  
A c c o r d i n g  t o  P o i n c a r 6 '  m e t h o d ,  we s e e k  t h e  --- . -  

p e r i o d i c  , s o l u t i o n s  o f  ( ' 7 6 )  i n  t h e  f o r m  ( 7 7 ) .  T h e  s o l u t i o n  

. .  o f  t h e  g e n e r a t i n g  e q u a t i 0 . n  L 

4 ,  

w h i c h  i s  27-r p e r i o d f c  i n  v t  o r  w t i s  
1 

u  = a $ ( x )  c o s  ( w i t  + a )  
0 1 h 

o r  u  = (M c o s  v t  + N s i n  v t ) A i ( x j  
0 

w h e r e  M a n d  N a r e  c o n s t a n t s  t o  b e  d e t e r m i n e d  

s a t i s f i e s  ( 5 4 ) .  
' 

Q -  

F o r  t h e  f u n c t i o n  u  ( x , t ) ,  w e  g e t  t h e  
1 

e q u a t i o n  



= F { e , x , @ ; ( x ) ( M  c o s  v t  + N s i n  v t ) ,  

P l ( x ) ( -  M U  s i n  v t  + Nv c o s  v t )  , O ) .  

Q ( 8 4 )  

To s o l v e  t h i s ,  we e x p a n d  u  i n  t e r m s  o f  { @  ( x ) )  
1 - n. 

@ , ( x ) ,  i n t e g r a t i n g  f r o m  0  t o  !L a n d  u s i n g  ( 5 5 ) ,  we h a v e  

\ - 
w h e r e  

To s o l v e  ( 8 6 ) ,  w e  e x p a n d  F (B,M,N) i n  F o u r i e r  ser ies , :  
n 

w h e r e  





I). ; d 

I 
( 9 0 )  

". 
w h e r e  v ( x , a , 1 ) , 8 )  a r e  27T p e r i o d i c  i n  $ a n d  8 .  T h e  

r 
/ 

7 .  

f u n c t i o n s  a  a n d  $ a r e  now g i v e n  b y  t h e  e q u a t i o n s  

A c c o r d i n g -  t o  t h e ,  K-B-M m e t h o d  [ l o ] ,  Al (aYO) a n d  - 
B ( a , $ )  a r e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  e q u a t i o n  
1 
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H e n c e  t h e  p e r i o d i c  s o l u t i o n  f o u n d  b y  K-B-I 

m e t h o d  c o . i n c i d e s  w i t h  t h e  o n e  f o u n d  b y  ~ o i n c a r g ' s  

m e t h o d ,  p r o v i d e d  we c o n s i d e r  t h e  i m p r o v e d  a p p r o x i -  

m a t i o n  i n  t h e  K-B-M m e t h o d .  





r i g h t  h a n d  s i d e  o f  e q u a t i o n  (2-) b e i n g  a 271 p ' e r i o d i c  ;P 

i n  t i s '  a  f i n i t e  sum 0.f t e r m s  bf t h e  t y p e  

E F ( ~ , X ; ; )  = & C F ( x , i ) e  i n t  . H e r e  F a r e  p o l y n o m i a l s  n  d n  

i n  t h e i r  a r g u m e n t s  a n d  c l e a r l y  F ( t , x , i )  i s   IT p e r i o d i c  

i n  t .  

- We p l a c e  no  suc 'h  r e s t r i c t i o n  o n  @ ( t ) ,  b u t  
. I  

a s s u m e  t h a t  i t  i s  a  w e l l - b e h a v e d  f u n c t i o n  f o r  t > 0 a n d  

b o u n d e d  a s  t -+ w . 

I n  s e c t i o n  I ,  we d e a l  w i t h  n o n - l i n e a r  n o n - r e s o n a n t  

v i b r a t o r s  g o v e r n e d  b y  d r d i n a r y  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  
. . 

\ 

t y p e  ( 2 )  a n d  t h e  r ' e s u l t s  a r e  e x t e n d e d  when  a s i g n i f  i c a ' n t  

d a m p i n g  f o r c e  i s  p . r e s e n t .  
- -  &) 

I n  s e c t i o n  11, t h e  m e t h o d  i s  e x t e n d e d  t o  v i b r a t o r y  

s y s t e m s  g o v e r n e d  b y  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  t h e  

h y p e r b o l i c  t y p e .  





S u b s t i t u t i n g  ( 3 )  a n d  ( 4 )  i n  e q u a t i o n  ( 2 )  a n d  ' .  * 

e q u a t i n g  t h e  c o e f f i = i e n t s  o f  v a r i o u s  p o w e r s  ,of E ,  we ' e= . i 

g e t  p a r t i a l  d i f r e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  u l Y t u 2 ,  - . . .  
a s  f o l l o w s  

r 8 

a u  a u  a f ,  1 
1 a+  l +  -)T + ( A ~ C O S +  - aB s i n +  + w- . a t  ax, 

,. 
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' t h e  s o l u t i o n  o f  t h e  a u t o n o m o u s  c a s e  [ , 4 ]  a n d  t h e  s a m e  i s  
.( 

t r u e  f o r  A 2  ( a )  a n d  B 2 ( a ) .  

Knowing  u  ( a ; $ , & ) , . A 2 . a n d - B  t h e  s o l u t i o n  o f  2  2  ' 
( 2 )  u p  t o  t h &  s e c o n d  i m p r o v e d  a p p r o x i g a t i o n  i s  

T h i s  i s  i l l u s t r a t e d  by t h e  f o l l o w i n g  examp. l e .  

V A N  DER P O L ' S  EQUATION 

C o n s i d e r  t h e  e q u a t i o n  o f  Van d e r  P o l ' s  t y p e  i n '  

d h e  c a s e  o f  a n  e x t e r n a l  a c t i n g  n o n p e r i o d i c  f o r c e  

2 

Makeing u s  e & % o r m u l a s  ( 1 1  ( 1 0 ,  a n d  s o l v i n g  

e q u a t i o n s  ( 9 )  we o b t a i n  



w h e r e  

r )  

T h u s  t o  t h e  f i r s t  o r d e r  o f : €  t p h e  s o l u t i o n  o f  

w h e r e  a  a n d  q a r e  d e t e r m i n e d  b y  

a n d  a a n d  B a r e  g i v e n  b y  ( 1 7 ) .  ' 

L e t  ' u s  f i n d  t h e  s e c o n d  a p p r o x i m a t e  s o l u t i o n  o f  

( 1 6 ) .  T h e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 6 )  now r e d u c e s  



A c c o r d i n g  t o  ( 1 3 )  w e  s e e k  a  s o l u t i o n  o f  ( 1 9 )  o f  

t h e  f o r m  
. d 

u 2 ( a , $ , r )  = u 2 ( a , i )  + w ( t )  + ( k  s i n v t  + k 2 c o s ~ t ) e - P t s i n 2 $  
2  1 

C 

7 \ - 
+ ( k  s i n v t  +* k  c o s v t ) e - P F c . o s 2 $  . 

3 4 ( 2 0 )  

S u b s t i t u t i n g  ( 2 0 )  i n t o  e q u a t i o n  ( 1 9 )  a n d  e q u a t i n g  
- L '-7 

t h e  t e r m s  i n v o l v i n g  $ a l o n e  a n d  t a l o n e  a n d  t h e  c o e f f i c i e n t s  

- - 
o f  e  P t c o s v t  a n d  e  P f s i n v t  g i v e s  two d  f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  a 

< 
f o r  'v , a n d  w a n d  a sys t ;m  o f  f o u r  l i n e a r  a l g e b r a i c  

2  2  

e q u a t i o n s  f o r  k  i = 1, . . . ,  4 .  
i ' 

. . 
A s s u m i n g .  a s  u s u a l  i n  K-B-M m e t h o d  t h a t  u  ( a , $ ,  t )  ' 

I '  ' 
2  

d o e s  n o t  c o n t a i n  t h e  f i r s ;  h a r m o n i c s  s i n $  a n d  c o s t )  a n d  8 , 

\ - 
s o l v i n g  t h e  e q u a t i o n s  f o r  v, a n d  " we g e t  

s 
2  2 

----l 1 2  7 a  
4 

8 w  A2 -= O B2 = - ( - 1  + a  -1-1 , C ,  

* *  

w h e r e  .. 



F r o q  t h e  a l g e b r a i c  s y s t g m  o n e  c a n  o b t a i n  @easily.  
- 1 .  

t h e y t s  k l ,  k 2 ,  k a n d  k.4 b e c a u s e  t h e  d e t e r m i n a n t  - 3 
2  2  t h e  s y s < e m  i s  1 6 [ ( p 2 - v 2 - 3 w 2 ) 2 . -  (4vw)  1 , h e n c e  

, ' d i f f h e n t  f r o m  z e r o .  ' 

Thug t h e  s e c o n d  i m p r o v e d  a d p r o x i m a t e  s o l u t i o n  o f  

( 1 6 )  i s  g i v e n  b y  ( l 4 ) ,  w h e r e  - t h e ,  f i r s t .  two t e r m s  p r e s e n t  

. t he  f i r s , t  a p p r o x i m a t i o n  ( 1 8 )  a n d  u 2  i s  g i v e n  b y  (20): 
e 

T h e  f u r i c t i o n s  v 2  a n d  w. - i n  ( 2 0 )  a r d  f o u n d  b y  (21) a n d  ( 2 2 ) .  
2  . 0' 

T h e  a m p l i t i d e  a a n d  t h e  p h a s e  $J i n  ( 1 4 )  a r e  d e t e r m i n e d  b y  

f o r  

( l 5 ) ,  w h e r e  A 
1. ' B1, A 2  a n d  B 2  a r e  a l r e a d y  o b t a i n e d .  

SIGNIFICANT DAMPING FORCE , 

T h e  K-B-Fl m e t h o d  w a s  

t h e  e q u a t i o n  

w h i c h  m o d e l s  t h e  m o t i o n  d f  a  m a t - e r i a l  s y i t e . m  w i t h  o n e  

d e g r e e  q f  f r e e d o m  w i t h  l a r g e  d>amping.  E q u a t i o n s  o f  t h a t  

t y p e  a r e  i m p o r t a n t  i n  t h e  t h e o r y  o f ' a u t o m a t i c  c o n t r o l .  

, s 

H e r e  w e  e x t e n d  t h e  r e s u l t s  d i s c u s s e d  abov'e 

f o r  t h e  e q u a t i o n  



I - w h e r e  @ ( t )  i s  t h e  s a k e  f u n c t i o n  a s  i n t r o d u c e d  i n  : .  

e q u a t i o n  ( 2 )  a n d  b  > 0 .  d 

. . 
F o r  E = 0 t h e  u n p e r t u r b e d  e q u a t i o n  o f  ( 2 4 )  h a s  

d e c a y i n g  s o l u t i o n  o f  t h e  t y p e  x = a c o s J I ,  w h e r e  d a / d t  = - b a  

a n d  d $ / d t  =,m. 

- 
A c c o r d i n g  t o  [ 7 ]  t h e  s o l u t i o n  o f  e q u a t i o n  ( 2 3 )  e 

, 

- P i s  s o u g h t  i n  t h e  f o r m  ( 3 ) ,  b b t  i n  t h  s c a s e  a - a n d  $ a s  - 

a 
f u n c t i o n s  o f  t a r e  g i v e n  b y  t h e ' d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  - 

T h e  e q u a t i o n  f o r  u  1 now i s  , 

2  2  2  2 2  a U 2a a a U , .  a U, - 
a 2 b 2 _  + w + -  + 2 ~ -  - 2abw- 

2  a t 2  a q a t  aqaa  a a  





- .  
-F 

e a s i i ; .  F o r  . t h e  F o u r i e r ' s  c o e f f  i ~ ~ e n t . 6  o i  t h e  f u n c t i o n *  
, a -  d ' 3, 

,.v (.a;+). we g e t  s p c o q d  o r d e r  c o u p l e d  d i f f e r e n t i a l -  . - 1 ,  

I 

T h e  d i f f e r e n ' t i a 1 " e q u a t i o n  ( 2 8 )  i s  l i n e a r  a n d  c a n  *. .2 

,'. . >  , U 4 1 I' 
f 

' $,e 9 o 7 l v e d  s t r a i g h t  f o r w a y d .  T h u s  hp t o  t h e  f i r s t -  
b 

-" 
impr"ove$ a p p r q C x i m a t i o f i  th ,e  s o l u t i o n  o f r  ( 2 4 )  i s  f o u n g .  

Xn t h e  p r b c - e s s  , . OF f i n d i n g  t h e  s e d o n d  a b p p r o x i m a t i o n  a 
w " * g* 

l o t  "of d i f f i c u l t i e s  o f  n u m , e r i c a l  ~ ~ a r a c t e r a r e  i n v o l v e d .  
g, 

t 

, f 
~ o w e v g - r  u s u a i l y e  i n  a p p l i c a t i o n s  t h e  f i r s t  a $ p r o x i m d f i o n  - 

i s  e n o u g h .  . 
3 

- 
r. \ 

- . . . 
L e t  u s , i l . l u s t r \ a t e  i n '  b r i e f  t h e  c a s e  o f  s i g n i f i c a n t  

d a m p i n g  b y  t h e  e q u a t i o n  o f  Van d e r  p o l 1 - s  t y p e '  \ 





. 
I n  t h i s  c a s e ,  t h e  ~ y i ' b r a t i n g  p ; o c e s s  c a n *  b-e m 6 d e l e d  - 

I 

e 4 
, - L d  

- a r g u m e n t s  a n d  @ ( t )  a s  i n  s e c t i o n  I i s  -3s sumed  t o - b e ' a  

, - - w e l l d  b e h a v e d  f u n c t i o n  f o r  a , >  0 a n d  b o u n d e d  a:, t -+ 9 . . " E 
L k 

W 

\ 
6 

@ ( t )  may o-r may n o t  b e  p e r i o d i - c  i n  t .  A mor,e k e n e r a 1  @ .. 

c a s e  o f  t h e  a b o v e  e q u a t i o n ,  whe@d t h e 0 r i g h t  s i d e  i s  o f  t h e  
7 e r '. 

fo'rm F ( x , u , u  u  t )  w h e r e  F i k  21~ '  p e x i o d i c  i n a  t h a s  b e e n  
X '  t y  # " L 

4" 
i t u d i e d  b y  K e l l e r  [ 2 l ] ,  .and B o j  a d z i e v  ' a n d  L a r d n e r O  [ l o ] .  i - .  . 

I - - e 

* 0 L -  

We a l s o  s u p p o s e  t h a t .  u (x ; t ) "  s a c ~ s f  i e s '  a  .of . . 
? .  

% 
6 .  t h e  v a l u e s  o f  u  a n d  u a t ' t h q  erllds x = 0, x  = 3 . 

X 
S 

O ,  
, .  ' 

I .  

ASYMPTOTIC SOLUTIONS 
. I  , .. 

I .  . 
0 - 

d l  

F o r  E = 0 ,  t h e  g e n e r a t i n g  e q u a t i o n . o f  ( 3 4 )  i s  " - . , e 

 hi his ' e q u a t i o n  h a s  a c o m p l - e t e  s$t  o f  s e p a r a b l e ~ s o l u t i o n s  
" 

-. 
o f  ' t h e  f o r m  a  4 (x) c o s ( 9  t + a'') , n  =. 1 , 2 , .  . . , w h e r e  

n +  TI 
T 

- *  
tl 0 ,  1- 

.- 

<.  - _  
< * /' 

, I 



.' a  a n d  a n  a r e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s .  T h e  s e t  o f  e i g e n  
n  

f u n c t i o n s  { $ n ( ~ ) }  s a t i s f y  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  

a n d  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  8 .  (0,) = 0 , w h i c h  d e t e r m i n e  
J 

9 

t h e  a l l o w e d  s e t  o f  e i g e n  f r e q u e n c i e s  { w  1 :  B y ' s u i t a b l y  
n  

. n o r m a l i z i n g  t h e  { $  ( x ) } ,  we c a n  w r i t e  - n 

R 
J ~ ( x ) $ ~ ( x ) $ ~ ( x ) d x  = 6 
0 

nm 1 ( 3  7)  
"i 

v ihe re  6nm = 1 i f  n  = m a n d  6 = 0  i f  n  # m .  nm 

We w i s h  t o  f i n d  t h e  m o n o - f r e q u ~ n t ,  s o l u t i o n  o f  ( 3 4 )  w h i c h  

a m c o r r e s p o r i d s  t o d t h d  f r e q u e n c y  w ' 1 

- .  . * 
. A c c o r d i n g  t o  ' K-B-M metohod a n d  [ l o ]  ;' w e  s e e - k  t h e  - 

a s y r n p t p t i c  s o l u t i o n s  .o'i ( 3 4 )  irk t h e  f-orm .. - x ,  
1 .  J 

w h e r e  u .  ( r = 1 , 2 ,  . . .  ) a r e  2 7 ~  p e r i o d i c  i n  I) ( i n  [ l o ] ,  t h e y  r 

a r e  2 ~ r  p e r i G d i c  i n  $ a n d  t ) .  T h e  f u n c t i o n s  a  a n d  I) 

a . s a t i s f y  t h e  d i f f e r e n t i a l  e . q u a t i o n  



2 
= & A l ( a )  + E k2 ( a ) ,  + . . . . a 

a r e  t o  b e  d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  r e q 1  
M r 

t t h a t  u q a t i s f i e s  (3.4)  t o  e a c h  o r d e r  o f  & .  .. 
i r e -  

% 

" 2 
a n d  c o m p a r i n g  c o e f f i c i e n t s  o f  h, E o n  b o t h  s i d e s - , = w e  

h a v e :  
- 



L e t  u s  f i r s t - c o n s i d e r  e q u _ a t i o n  ( 4 0 ) .  T h e  f u b c t i o n  

u ( x , , a , $ ,  t )  may b e  e x p a n d e d  i n  terms of  t h e  e i g e n -  
1 .  # .  

5 I % 

f u n c t i o n s  {@,(x)}  a s  - 

S u b s t i t u t i n g  ( 4 2 )  i n t o  ( 4 0 ) ,  m u l t i p l y i n g  b o t h  s i d e s  by  

t 

@ , ( x ) ,  i n t e g r a t i n g  f r o m  0 t o  JL a n d  u s i n g  ( 3 6 )  a n d  ( 3 7 ) ,  

g i v e s  

w h e r e  

The  e q u a t i o n  ( 4 3 )  i s  a  l i n e a r  p a r ' t i a f  d i f . f e r e n t i a 1  . 

e q u a t i o n  w i t h  the r i g h t  hand s i d e - a s  a s u m  o f  a  f u n c i i ~ n  
- 



- - , . - 7 3  
a + -  

t o  s e e k  t h e  s o l u t i o n  o f  (439) i n  t h e  f o r m - ,  " 
. 1  

b 
0 -*. 

The  s o l u t i o n  o f  ( 4 5 )  c a n  b e  f o u n d  b y  e x p a n d . i n g . P r  a n d  . ' 

* 

F i n  F o u r i e r  s e r i e s : ,  
r 

P 



T h i s  g i v e s  f o r  r # 1, 

i 

P 
n r  Q n r  o r .  

A '  = 8 = 2  a n d  A O r  = - 
n r  2 2  ' n r  2 .2 2 &* 

- n u  w - n u 1  W 
+'r 1 r '- - r 

The c o e f f i c i e n t s  A- a n d  B l l  r e m a i n  u n d e t e r m i n e d .  T h u s -  11 - . . 
we a s s u m e ,  a s - i t  i s  c u s t o ~ r y  m i n  t h e  K-B-M m e t h o d ,  ' t h a t  , 

t ,  

- p r ( a , @ )  d . o e s , n d t  c o n t a i n  t h e  f i d t  h a r m o n i c s  i n  I). . ~ 

H e n c e  P r . ( a , @ )  a r e  c o m p L e t e l y  d e t e r m i n e d .  
\ - 

F o r  r = n  = 1, ' o n e  

. I  

The e q u a t i o n  ( 4 6 )  c a n  b e  e a s i l y  s o l v e d  b y  e l e m e n t a r y  

;-a . 
. m e t h o d s .  

. . ,  
T h u s  t h e  s o l u t i o n  of  ( 3 4 )  u p  t o  t h e  f i r s t  i m p r o v e d  * a p p r o x i -  

4 

m a t i o n  i s  7 - 

Q w h e r e  Q = €A1 3 $J = w1 f €B1 . 



-, 
, - 

, 
- - 

A S  a n  i l l u s t r a t i o n , '  l e t  u s  c o n s i d e r  a g a i n  a n  
- 

e q u a t i o n  o f  t h e  V a n d e r  P o l  t y p e .  

w h e r e  E ,  p , v  a r ' e  p o s i t i v e  c o n s t a n t s .  L e t  t h e  b o u n d a r y  
- 

c o n d i t i o n s  b e  

B- 

E a s e ,  t h e  o r t h o n o r m a 1 . e i g e n  f u n c t i o n s  { @ n ( ~ . ) }  
, 

a i 
e i g e n f r e q h e n c i e s  { w  1 a r e  g i v e n  b y -  

n  

I n  t h i s  

a n d  t h e  
I 

- . w h e r e a s ,  f o r  F o ( x , a , $ )  a n d  @ ( t ) ,  we h a v e :  

* 
2 2 T X  2 7TX 

F o ( x , a , $ )  = - a w l [ l  - 2a s i n  ( T ) c o s  $1  fi s i n ( ~ ) s i n $  

Then  t h e  s y s t e m  ( 4 8 )  h a s  t h e  s o l e t i o n  

The e q u a t i o n s  ( 4 5 )  l e a d  t o  t h e  s o l u t i o n s  



. . 

f o r  

# 
T h e  e q u a t i o n s  ( 4 8 )  l e a d  t o  t h e  s o l u t i o n s  

= 0  i f  r i s  o d d .  

' S u b s t i t u t i n g  t h e s e  v a l u e s  i n  ( 4 9 ) , -  g e t  t h e  f* - 
f o r  t h e  e q u a t i o n  ( 5 0 ) .  i m p r o v e d  a p p r o x i m a t i o n  

. J  



CHAPTER 3 

THE VIBRATION FREQUENCIES Ovl? A STRETCHED STRING. 

INTRODUCTION. 

P) 

I n  t h e  u s u a l * e l e m e n t a r y  d i s c f i s s i o n  o f  t h e  ' 

t r a n s v e r s e  v i b r a m b o n s  o f  a  s t r e t c h e d  s t r i n g ,  i t  i s  

a s s u m e d  t h a t  t h e  m o t i o n  o f  t h e  p a r t i c l e s  i s  e n t i r e l y  

t r a n s v e r k e  a n d  t h a i  t h e  g & i d i e n t  o f  t h e  t r a n s v e r s e  . 
. -4 

d i s p l a c e m e n t  r e m a i n s  smaY1. W i t h  t h e s e  a p p r o x i m a t i o n s , +  - 

t h e  g o v e r n i n g  e q u a t i o n  i s  sho,wn t o  . r e d u c e  t o , ' t h e  -wave  

e q u a t i o n .  I n  a m o r e  c o m p l e t e  t r e a t m e n t ;  t h e r e  i s  a  

n o n - l i n e a r  c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e  t r a n s v e r s e  a n d  

l o n g i t u d i n a l  m o d e s - o f  v i b r a t i o n  a r i s i n g  f r o m  p u r e l y  

k i n e m a t i c a l  s o u r c e s .  S o ,  i n  t h i s  c h a p t e r  we e x a m i n e  

t h e  e . f f e c t  o f  t h i s  n o n l i n e a r i t y  o n  t h e  n a t u r a l  . ,  
J -- 

f r e q u e n c i e s  o f  t r a n s v e r s e  v i b r a t i o n  ( 1 3  when no d a m p i n g  
/ 

i s  p r e s e n t  ( i i )  when t h e  t r q r ( s v e r s e  d a m p i n g  i s  t h e r e .  
/ . 

I n  s e c t i o n  I ,  we i n v e s t i g a t e  t h e  c a s e  when t h e r e  i s  no 

d a m p i n g  a n d  i n  s e c t i o n , I I  we i n v e s t i g a t e  t h e  c a s e  when 

/ 
& - 

d a m p i n g  i s  p r e s e n t .  / @ .  - 

---- 
/ >  

, 
- 

I .  



- *  , 
7 8 ,  - - 

* 
SECTION I 

\ f .  . -. 

WHEN N O  DAMPING IS PRESENT I 

* ,  
- 

L e t  x  b e  a c o o r d i n a t e  a l o n g  t h e  s t r i n g  a n d  t be. 

b e  r e s p e c t i v e l y  t h e  long+$-  

t u d i n a l  a n d  t r a n s v e r s e  d i s p l a c e m e n t s  o f  t h e  s t r i n g  ( s e e  

F i g .  C o n s i d e r  e l e m e n t  t h e  s t r i n g ,  

w h i c h  a t  t i m e  t h a s  l e n g t h  d!?, g i v e n  b y  

. (Here a n d  i n  t h e  f u t u r e  we use s u f f i c e s  t o  i n d i c t t i e  

, 
p a r t i a l  d i f f e r e n t i a t i o n ) .  I f  d x  i s  t h e  v n s t r g t c h e d  0 

* . - 

T h i s  work '  h a s  b e e n  p u b l i s h e d  i n  UTILITAS MATHEMATICA . , 

V o 1 . 6 ( 1 9 7 4 )  p p .  307-320  ( w i - t h  R .  LARDNER) . 
?'- 



l e n g t h  o f  t h e  e l e m e n t  d x  , t h e n  , t h e  s o n s t a n t  G n i t i a l ,  

' s t r a i n  e  i s  g i v e n  b y  1 + e  = d x / d x o  , a n d  t h e  s t r a i n  
0  0  

1 a t  t i m e  t , e ( x ,  t )  , i s  g i v e n  b y  - B .  , * .  

T h e  p o t e n t i a l '  a n d  k i n e t i c '  e n e r g y  d e n s i t i e s  -of t h e  
+ 

s t r i n g  a r e  t h e n  r e s p e c t i v d y :  

5 

w h e r e  h i s  t h e  e l a s t i c  m o d u l u s  a n d  p t h e  m a s s  p e r  u n i t  

l e n g t h  o f  the .  s t r i n g .  ' I t  i s  a p f i a r e n t  •’;om t h e  f i r s t  o f  - . = 

t h e s e  e q u a t i o n s  t h a t  we a r e  a s s u m i n q  t h e  s t r i n g  t o  o b e y  

1 v - 
B o o k e r s  Law - we a r e  i n c l u d i n g  n o  n o a l i n e a r i t i e s  o f  

P 

m a t e r i a l  b e h a v i o u r .  U s i p g  t h e s e  e n e r g i e s ;  t h e  L a g r a n g e  
e .  

e q u a t i o n s  o f  m o t i o p  b e c o m e  
r" - 

a - aT a a w  a - a~ ' a ' a w  a t  ' = -  - )  a t  a x  a u x  ( - )  = -  
a v t  

( - )  
t 

a x  a v x  

-3 . + 

~ f t e k  e x p a n d i n g ,  W a n d  k e e p i n g  o n l y  t e r m s  u p  t o  f o u r t h  o r d e r  

?n u  a n d  v  t h e s e  e q u a t i o n s  o f  m o t i o n  b e c o m e  
X X ' - 

- .  
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by s u i t a b l e  n o r m a l i s a t i o n  we c a n  a r r ' a n g e  t h a t  .. 
L - . ' 

R R 
\ 

- \ 

. > 

We w i s h  t o  f i n d  s o l u t i o n s  o f  t h e  n o n l i n e a i  s y s t e m  ' 
( 2 )  'wh ich  a r e  c l o s e  t o  t h e  n o r m a l  mode  s o l u t i o n s  ( 3 )  o f  

t h e  g e h e r a t i n g  s y s t e m .  I n  p a r t i c u l a r ,  we a r e  i n f e r e s t e d  

i n  t h e  s o l u t i o n  w h i c h  i s  c l o s e  t o  t h e  b a s i c e m o d e  o f  

- e r a n s v e r s e  v i b r a t i o n ,  

We s h a l l  s e e k  t h e  s o i u t i o n  u s i n g ' a n  e x t e n s i o n  o f  t h e  
I 

Krylov-Bogoliubov-Mitropolskii a s y m p t o t i c  m e t h o d .  

T h e  a s y m p t o t i c  s o l u t i o n  

T h e  a s y m p t o t i c  m e t h o d  o • ’  K r y l o v ,  B o g o l i u b o v  a n d  ' 

, *  . 
M i t r o p o l s k i i  [ 3 , 4 ] ,  h a s  b e e n  e x t e n d e d  t o  p a r t i a l  , d i , f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n s  b y  ~ i t r s p o l s k i i  and M'oseenkov [ 9 ]  a n d  Bo j - a d z i e v  

a n d  L a r d n e r  [ 1 0 , 1 1 , 1 2 ] .  T h e  met .hud may r e a d i l y  b e  e x -  

t e n d e d  f u r t h e r  t o  s y s t e m s  o f  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a -  
- 

t i o r i s  s i c h  a s  e q u a t i o n s  ' ( ' 2 ) .  I n  a c c o r d a n c e  w i t h  t h i s  
? .  

- - - - 

m e t h o d ,  we s e e k  t h e  s o r u t i o n  i n  t h e  f o r m  



p e r i b d i c  f u n f t i o n g  df $ a m d F w h e r e  I an$ $ ' q r e  f u . n e t i o d s ,  d 

V . "  

k 6 " '  
L. 

+ * 

o f  t a s s u m e d  to s a t i s f y  g i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  o f  t h e  
0 

. 
T h e  f u n c t i o n s  {As ( a ) ,  B , ( a )  , u s , ( x Y G a , $ ) ,  v s . (x , a ,$ ) - )  a r e  . 

P 
t o  b e  d e t e r m i n e d "  f r o m  t h e  r e q u i r e m e n t  t h a t  t h e  s o l u t i o n s  ' 

', 
( 7 )  a n d  ('8) s h o u l d  s a t i s f y  e q u a t i o n s  ( 2 ) %  

I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  i f  we s e t  E = 0 i n  
3 

, -  

e q u a t i o n s  ( 7 )  - (9), t h e  a 'ssumed s o l u t i o n  r e d u c e s .  t o  c, $ 
0 

t h e  b a s i c  mode ( 6 )  o f  t r a n s v e r s e  v i b r a t i o n .  

9 
. .i 

s u b s t i t u t i n g  e q u a t i o n s  ( 7 )  - ( 9 )  i n t o  e q u a t i o n s  

( 2 )  an-d c o m p a r i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  s u c c e s s i v e  p o w e r s  
w. 

o f  E , we o b t a i n  a h i e r a r c h y  o f  e q u a t i q n s  - - f o r  t h e  f u n c t i o n s  

{ u s ,  v s } .  T h e  terms o f  z e r o  o r d e r  i n  E c a n c e l  i d e 6 t . i - '  ~4 ' 
? 

\ 2 
c a l l y . ,  w h i l e  t h e  terms o f  - o X F r s  epanTt  e me ffie - 



f o u r  e q u a t i o n s . .  

. - 
f o l l o w i n g  

2 -  d U 
1 2 ' 2 '2 c  - =  

a x 2  
c  $ i l x ) o y ( x )  a c o s  I+ 

(LO) 

dB1 
, + a n l  s i n  $J + aB 2 cos I)) 

1 



- 
- - 

I n  s o l v i n g  e q u a t i o n s  ( ~ b )  - ( 1 3 )  'we e x p a n d  e a c h  - 5- 

o f  t h e  f o u r  f u n c t i o n s  u  u  v v i n  d o u b l e  s e r i e s  w i t h  1' 2 '  1' 2 

( s = 1 , 2 ) .  S u b s t i t u t i n g  t h e s e  e x p a n s i o n s  i n t o  e q u a t i o n s  

( 1 0 )  - ( 1 3 )  a n d  u s i n g  t h e  c o n d i t i o n s  ( 5 )  t o  c0mpar.e t h e  

- c o e f - f i c i e n t s  o f  @ ( x )  o r  4 ( x )  i n  t h e s e  e q u a t i o n s  we o b t a i n  + 

k k 

a s e r i e - s  o f  a l g e b r a i c  e q u a t i o n s  f o r  t h e  q u a n t i t i e s  - *  

I 

I 

. W r i t i n g  down f i r s t  o f  a l l  t h e  
k 

r ' e s u l t s  d e k i v e d  f r o m  e q u a t i o n s  ( 1 0 )  a n d  (12) .  f o r  ul  a n d  v  
1 - -  

%/-' 

we h a v e  



w h e r e  6 i s  t h e  ~ r & e c k : &  d e l t a  a n d  w h e r e  t h e  c o n s t a g t s  
kj , 3, , .  KL a r e  d e f i n e d  b y  , - 

1 " -  . 1 

From e q u a t i o n s  ( 1 7 ) ,  c o n s i d e r i n g  t h e  c a s e  k = l  , c o m p a r i n g  

t h e  c o e f f i c i e n t s .  o f  c o s  $ a n d  s i n  $J s h o w s  t h a t  A = B = 0. 1 1  

F o r  a l l  o t h e r  p a i r s  q f  v a l u e s  o f  k  a n d  n  , we s e e  t h a t  

( I ) = ,  D ( q  0 . We may a l s o  a s s u m e  t h a t  C 1 ) -  ( 1 )  = O  , 
'nk ' n k  11 - D1l 

s i n c e  a n y  t e r m s  s u c h  a s  ~ : * : ) @ ~ ( x )  c o s  $ a n d  

( 1 ) 4 k ( x )  s i n  $ i n  v c p u l d  b e  i n c l u d e d  i n  t h e  f i r s t  t e r m  D1l 1 8 

i n  ' t h e  s o l u t i o / n  - ( 8 )  : .F rom e q u a t i o n  (16), c o m p a r i n g  t h e  
-1 

' *. 

d i f f e r e n t  c o e , f f i c i e r n t s  o f  c o s  n$ a n d  s i n  n$ ; we s e e  t h a t  , . 

a l l  t h e  c o e f f i c i e n % s  B (1) 
n k  

a r e  a r e  z - e r o ,  a n d  a l l  t h e  A n k  

z e r o  e x c e p t  
\ 

i d 

** 
- -- - -  --- 

S i n c e  A = B1 = v % 0 , e q u a t i o n  (11) f o r  u 2  h a s  
1 1 

a  z e r o  r i g h t  h a n d  s i d e  a n d  we r e a & i l g p ; s e e ' a f t e r  m a k i n g  u h e  
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2 

8 9 
2 - - 

a @ 

- 

, w i i h  u a n d  $ b e i n g  g i v e n  b y  e q u a t i o n s  ( 1 4 )  a n d  ( 1 5 )  
1 2 * .  

i n  whi-c$ t h e  p p n - z e r o  c o e f f i c - i e n t s  a r e  g i v e n  by  e q u a t i o h s  
-.. 

( 1 9 )  a n d  ( 2 3 ) .  B e a r i n g  i n  m i n d  t h a t  t h e  p h y s i c a l  

7 

L 

t r a n s v e r s e  d i s p l a c e m e n t  i s  ~ v ( x , . t )  , we s e e  o n e  e f f e c t  
8 

, . 
o f  t h e  k i n e m a t 6 c a l  n o n l i n e a r i t i e s  i s  t o  A n c r e a s e -  t h e  

. . 
n a t u r a l  f r e q u e n c y  o f '  t h e  b a s i c  mohe  f r o m  i t s  l i n e a r  . v a l u e L  L u  

o f  u1 by  a  f a c t b y  w h i c h  i s  -one  p l u s  E t i m e s  t h e  s q u a r e  o f  . 

t h e  ' a m p l i t u d e  o f ,  t h e  v i b r a t i o n o .  

. . F i n a l l y ,  w? n o t e  t h a t  o u r  a n a l y s i s  o f  e q u a t i o n s  -. 
2 2 2  

s;ch a s  ( 1 6 ) ,  ( 1 7 ) ,  a n d  ( 2 0 )  i s  v a l i d  o h l y  if (Qk - n  a l l  - 
2  

Ic 

2  2  
a n d  (ak - n  w ) n e v e r  v d n i s h  f o r  a n y  p a i r s  o f  v a l u e s  df n  

'1 1- 

a n d  k ( e x c e p t  o f  c o u r s e  f o r  k = n  = 1 f o r  t h e  s e c b n d  o f  

i 

t h e s e  q u a n t i t i e s ) .  T h i s  c o n d i t i o n  i s  g e n e r a l l y  f o u n d  t o  

b e  n e c . e s s a r y  *when t h e  KBM m e t h o d  i s  a p p l i , e d  t o  c o n t i n u o u s  

s y s t e m s  [ 9 , 1 0 ]  . When i t  i s  v i o l a t e d ,  t h e  s y s t e m  i s  s a i d  
% 

t o  d i s p l a y  i n t e r n a l  r e s o n a n c e ,  a n d  t h e  e x t e n s i o n  o f  t h e  

KBM\method t o  s u c h ' s y s t e m s  [ l l ]  i n v o l v e s  c o n s i d e r a b l y  m o r e  
1 " 2- - 

c o m p l e x i t i e s  t h a n  t h e  m e t h o d  a s  u s e d  h e r e . <  - 
. e 

R A p a r t i 2 u l a r  e x a m p 3 e  , 
S '  E 

. " 

Le-t u s  k h o o s e  u n i t s  o f  l e n g t h  i-n s u c h  a way t h a t  
1 

t h e  e n d s  o f  t h e  s t r i n g  a r e  a t  x = O a n d j x  = 1 . . We 
0 3 

c o n s i d e r  t h e  c a s e  when t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o n C u  a n d  v j 



are of the form 

where h is some constant. This cortesponds to having 
Z r .  , 

the ends of the string fix'ed except for the end x = 1 
8 

3 

which is held by some elastic'fixture in the transverse 

direction. The-normalised eigenfunctians and eigen- 4 .. 

value: satisfying equations ( 4 ) ,  (5) and the boundary 
v 

%  condition*^ areFtherefore 

o,(x)- = fi sin nnx , 0, = nnc. . 
k n 1-' 

$n(~) = H sin q x , w = qnc2 , 
C 

n n n 
L, 

P 
where 

. " 

and q (n = E , 2 , .  . .) are the' roots of the equation 
n 

tan q + hq = 0". - 

using these e i g e n f u n c t i ~ n s ~ i ~  the definitions 

(18) and (21) we dbtain that 
- . . 

- 

0" 

-' e 0 .  

en 



2  3 .  ( - 1 )  n n . ~ r ~  q  
r - K = - n 2  2  

- S i n  2q 
- >  

2  
J ? ( n  n - - 4 q l )  

1 

s i n  2q 
- 1 '  

." 5 

.? r m > 

~ u b s t i g u t i n ~  t h e s e  i n t o  e q u a t i o n  ( 2 4 ) ,  t h e  sum o v e r  k -. 
C s 

1 .  

'may b e  p e r f o r m e d  u s i n g  t h e  r e s u l t  t h a t ,  

a f t e r  s o m e  s i m p l i f i c a t i o n  we o b t a i n m t h a t  " h k  a n d  

4  

E = -  4 q 1 ( 3 + r )  ( 1 )  - r ( 4 3 )  s i n  4 q l  - 
2  5  6r. a 

2 -1 2  - 2  s i n  2q1[q1 ( 1 - r )  + & ( 1 - 2 r ) ~ o t ( 2 ~ ~ & ) ]  I . 
\ 

2  
w h e r e  r = c 2 / c 2  = e O / ( l + e O )  . 

1 

O b s e r v i n g  t h a t  q l  i s  t h e  s m a l l e s t  r o o t  o f  e q u a t i o n  
# \ 

( 2 6 )  a n d  t h a t  H1 i s  g i v e n  b y  e q u a t i o n  ( 2 5 )  we s e e  t h a t  E 

d e p e n d s  o n l y  o n  t h e  two p a r a m e t e r s  r a n d  h  - t h a t  x i s  o n  



b - I ,  
- -, 

4; L 

- t h e  i n l t i a l ,  s t r a i n  i n  t h e  s t r i n g  a n d , o n  . L~ t h e  e l a s q i ~ i t y  o f  
, 

t h e  e<d f i x t u r e  a t  x=l , .  C u r v e s  of' E. a g a i n s t  h  • ’ o h  \ 4 
a 

d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  r a r e  shown  i n  F i g . - 2 .  \ A- 

- I t  c a n  b e  s e e n  t h a t  E b e c a m e s  i n f i n i t e  when  
It - 

zqlJr = , k ~  f o r  a n y  i n t e g e r  k . I n  P i g .  -2; t h i s  i s  s e e n  . 
*'A 

t o  o c c u r  o n  t h e  c u r v e  f o r  $ =  0 . 4  u a t p a  f p r o x i m a t e l y  h ,= 0 . 3 .  

T h i s * c ' o a d i . c i o n  i s  e q u i v a l e n t  t o  fi k = 2 b a n d  s o  . f 
7 

c o r r e s p o n d s  t o  an!-terna_l r e s o n a n c e ' . b e t w e * e n  tge  b a s i c  ' 

% _  

t r a n s v e r s e  mode  a n d  o n e  o f  t h e  l o n g i t u d i n a l  mod'es. A s  

- * 
r e m a r k e d  o n  p a g e  8 9 ,  t h e  a b o v e  d e r i v a t i o n  

, 
b e c o m e s  i n v a l i d  •’0; internal r e s o n a n c e s ,  a n d '  t h e r e f o r e  

t h e  ~ e u l t s  f o r  E a r e P n o t  & e a n i n g f u _ l  i n  t h e  n e i g h b o u r h o o d s  . .t 

c o f  s u c h  a s y m p t o t e s .  

- 
, 





* 
SECTION 1.I 

DAMPING PRESENT 

. I f  y d e n o t e s  t h e  c o e f f i c i e n t  o f  t r a n s v e r s e  d a m p i n g ,  

t h e n  a s  i n  ( 2 )  t h e . e q u a t i o 5 s  o f  m o t i o n  o f  t h e  s t r i n g  i n  

t h i s  c a se  a r e  

u 

I f  & - s e t  E = 0 i n  ( 2 7 )  we o b t a i n  t h e - c o r r e s p o n d i n g  . . 
I 

g e n e r a t i n g  e q u a t i o n s  

j, \ 
J 

T h e  p r o b l e m  ( 2 8 )  p o s s e s s e s  s e t s  o f  s e p a r a b l e  

s o l u t i o n s  f o r .  u  a n d  v (O) w h i c h  c a n a  b e  w r i t t e n  a s  

* 
T h i s  w o r k  h a s  b e e n  a c c e p t e d  f o r  p u b l i c a t i o n  i n  ACTA 



w h e r e  a n y  a n ,  Y n y  q n  a r e  a r b i t r a r y  c o n s t a n t s  a n d  w h e r e  
, 

t h e  B i g e n f u n c t i o n s  s a t i s f y  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  

9 1 2 2  
- 

w h e r e  X . =  o 
n  n  - ( n  = 1 , 2 , . .  . )  . 

We s h A l  a s s u m e  t h a t  t h e  d a m p i n g  i s  l e s s  t h a n  e r i f i c a l ;  

2  
i . .  y < X f o r  a l l  n ,  w h i c h  m e a n s  t h a t  a l l .  w n  a r e  

n  

T h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  8 )  ( = 0 a n d  
,' 

b j 2 ) ( @ , ) = d  ( i = l Y 2 ) ,  e n a b l e  t h e  s e t  o f  a l l o w e d  

e i q g e n f u n c t i o n s  a n d  e i g e n f r e q u e n c i e s  { a  , u n }  t o  b e  r 
L 

n  

4, d e t e r m i n e d .  . I f  t h e  s e l f - a d j o i n t n e s s  c r i t e r i a  a r e  9 
c ..i' 

s a t i s f i e d  by  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s ,  t h e n  t h e  s e t s  o f  

f u n c t i o n s  ( x ) }  a n d  { Q n ( x ) }  f o r m  a S t u r m - L i o u v i l l e  
3 n  

. ~ " y s t e m  a n d  t h e y  h a v e  t h e  p r o p e r t y  t h a t  b e p s i d e s  b e i n g  
~ + 

0 z 

c o m p l e t e ,  t h e y  a q e  o r t h o g o n a l .  
i 

- 

By s u i t a b l y  n o r m a l i z i n g  @,(XI  a n d  $ , ( X I ,  t h e s e  

f u n c t i o n s -  c a n  b e  made  t o  s a t i s f y  e q u a t i o n s  (5). 
4 
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' w h e r e  t h e ' c o n s t a n t s  K a r e  d e f i n e d  b y  
r 

, I  a 

F rom e q u a t i o n  (419,~ c o n s i d e r i n - g  t h e  c a s e  r = 1, 
. 

c o m p a r i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  cos.'@ a n d  s i n  +, we f i n d  - 

t h a t  A1 = B1 = 0.  F o r  a l l  o t h e r  p a i r s ' o f  v a l u e s  o f  n  a n d  

( 1 )  = D ( 1 )  r ( e x c e p t  n  = r = 11 ,  w e  h a v e  C = 0 .  
n r  n r  

T h e  c o n s t a n t s  C ( 1 )  a n d  D l l  r e m a i n  u n d e t e r m i n e d .  11 
( 1 )  R e t u r n i n g '  t o  ( 3 3 ) ,  we $ e e  t h a t  we may t a k e  C l l  

t 

s i n c e  a n y  t e r m s  i n  v ( x , t )  p r o p o r t i o n a l  t o  @ ( x )  c o s  $ a n d  
1 1 

G1(x) s i n  + c a n  b e  i n c l u d e d  w i t h  t h e  f i r s t  t e r m  i n  t h e  

\ - .  

7 
e x p a n s i o n .  

L 

- 
1 "I 

1 
From e q u a t i o n  ( 4 2 ) ,  c o m p a r i n g  t h e  d i f f e r e n t  c o -  

1' - e f f i c i e n t s  o f  c o s  n+ a n d  s i n  n$ ,  we s e e  t h a t  a l l  A n r  
r 

a n d  

13''' a r e  z e r o  e x c e p i  
n r  

A") O r .  = L21i r - 7  q 4,') 

2 
w h e r e  P = R + 4y  

2  2 - 4 9  . r r 
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w h e r e  t h e  c o n s t a n t s  C ( 2 )  ( 2 ) '  ( 2 )  ( 2 )  a;e 
l r  ' D l r  ' '3r  . a n d  D j r  

d e t e r m i n e d  b y  ( 4 9 ) .  
i 

2 
H e n c e  t o  t h e  o r d e r  o f  E , t h e  s o l u t i o n  b e c o m e s  

w h e r e  u  ( x , a , J , )  a n d  v 2 ( x , a , $ J )  a r e  g i v e n  b y  ( 4 5 )  a n d  ( 5 0 )  
1 

a n d  a ,  J, b y  

a n d  Q ,  R b y  e q u a t i o n s  ( 4 8 ) .  
-, 

T h e  e q u a t i o n s  ( 5 2 )  may b e  i n t e g r a t e d  t o  g i v e  . 

I 

w h e r e  C ' a n d  $J a r e  c o n ' s t a n t s  o f  i n t e g r a t i o n .  
0 

- 

~ i ' i m i n a t i n g  a f r o m  equa . t . ions  i n  ( 5 3 . ) ,  w e  h a v e  
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, o v e r  k a n d  r e s c a l i n g  y as 'y~ 
2  2  2 

= C 2 Q ,  w e  h a v e  

T h e  g r a p h  o f  Q / W ~  a g f i n s t  t h e  d a m p i n g  f a c t o r  - j  

i s  shown  i n  t h e  f i g u r e  f o r  d i f f e r e n t  v a l u e s  o f  r .  
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2 .  ASYMPTOTIC SOLUTION. 

A c c o r d i n g  t o  K-B-M m e t h o d ,  we s e e k  t h e  s o l u t i o n  

o f  n o n & e a r  e q u a t i o n  ( 1 )  i n  t h e  f o r m  

1 
w h e r e  y = y ( r )  a n d  u  ( r , a , $ , x )  a r e  27r p e r i o d i c  i n  $ f o r  - r 

e a c h  r = 1 , 2 ,  . . .  . T h e  p a r a m e t e r s  a a n d  $ a r e  f u n c t i o n s  
r 

o f  t i m e  t a n d  a r e  g i v e n  b y  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  
.# 

. - 
We a s s u m e  t h e  t r u t h  o f  e q u a t i o n s h ( 2 )  a n d  ( 4 )  when  r o  i s  

r e p l a c e d  b y  T . T h e  f u n c t i o n s  $ n ( ~ )  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  T . 
e f 

2. 

a r e  t o  .be d e t e r m i n e d  f r o m  t h e  r e q u i r e m e n t  t h a t  t h e  s o l u t i o n  
4 

( 7 ) - ( 8 )  s h o u l d  s a t i s f y  t h e  e q u a t i o n  ( I ) .  . 

I t  s h o u l d  b e  n o t e d  t h a t  f o r  E = 0 ,  t h e  s,;J.ution 

- * 

- (7):(8) r e d u c e s  t o  t h e  s o l u t i o n  ( 6 )  o f  t h e  g e n e r a t i n g  

. e q u a t i o n .  We s h a l l  r e s t r i c t  o u r  i n v e s t i g a t i o n  t o  t h e  





/ S u b s t i t u t i n g  ( 1 0 )  i n t o  ( 9 ) ,  m u l t i p l y i n g  b o t h  s i d e s  by  

$ , ( x ) ,  i n t e g r a t i n g  f r o m  0  t o  it w i t h  r e s p e c t  t o  x., a n d  

u s i n g  ( 4 )  a n d  ( 5 ) ,  we h a v e :  

a 2v 
n  

'd 2v 2 a 'V av  
n 

a v  
2 

+ 2y - aa 1 a @  n + ~ 2 V  + 2yw - 
'da n  n  

+ 2ulB1 + 2 y ' )  c o s  $ - 

aB1 ' + ( - 2ywlA1 - 2 a y 1 u l  + w;) s i n  $ 1  + F  ( a , $ )  
0 

n  ( 1  1 )  

w h e r e  - R 

S i n c e  V n ( r , a , @ )  a n d  F (a,@) a r e  b o t h  ZIT p e r i o d i c  
n  

b 

i n  $ ,  we c a n  e x p a n d  them i n  F ' o u r i e r  s e r i e s  a s  

U s i n g  (12) -  i n  ( 1 1 )  i m p l i e s  





T h e s e  e q u a t i o n s  d e t e r m i n e  A a n d  B 1 .I' 

C o m p a r i n g  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  c o s  r a n d  s i n  r in.(4.,3+), 

we g e t  

T h e  l a s t  two e q u a t  

n  = 1, r = 1. The  
> 

i o n s  h o l d  f o r  a l l  n  a n d  r e x c e p t  when  

8 
c o e f f i c i e n t s  An, a n d  B a r e ,  d e t e r m i n e d  n r  

f r o m  t h e s e  u a t i o n s .  
;/" 1 

1 

From ( 1 2 )  V n  a r e  d e t e r m i n e d  a n d  t h e n  f r o m  ( 1 0 )  
- \ 

u  ( ? l a , $ , x )  i s  d e t e r m i n e d .    he ref&-e t h e  l o l u i i o n  o f  ( 1 )  
1 

u p t o  f i r s t  i m p r o v e d  a p p r o x i m a t i o n  i s  
> - 



da  - 1 + E A ~ ( T , ~ )  , w h e r e  - - 
d t  

# 

a n d  A 1 ,  B; a r e  d e t e r m i n e d  by  

( 1 4 ) .  

t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n ? ! ,  
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- 
. ' C2.0) . . - - C _i 

v ( O ) ( x Y t )  5, a  e 
t 

tmi (x )  C O S  ( u l ( r O )  t + $J1) 
, 

0 .  LL - 
2 

. <.' \ 

/ 

A c c o r d i n g  t o  t h e  KBM m e t h o d ,  we s e e k  t h e  s o l u t i o n  o f  
4 

( 1 5 )  i n  t h e  f o r m  

- t 

- w h e r e  a a n d  I) aree f u n c t i o n s '  o f  t g i v e n  b y  
* ~ 

2  - - - 1 + EA ( a , ? )  + E .... 
d t  1 

We a l s o  a s s u m e  t h a t  w f pwl f o r  p a n y  i n t e g e r  a n d e n  > 2  
n  

a n d  a s  b e f o r e '  we a s s u n l e  t h e  v a l i d i t y  o f  e q u a t i o n s  ( 1 6 )  a n d  

W A a r e  f u n c t i o n s  o f  T . ,  n o t  c o n s t a n t s .  . . (18)  when c l ,  c 2 ,  n ,  n  

We a l s o  a s s u m e  t h a t  mn(x)  a  Q n ( x  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  r .  q. 
I S u b s t i t u t i n g  ( 2 1 ) - ( 2 2 )  i 1 , a n d  e q u a t i n g  t h e  

c o , e f f i c i e n t s  o f  E o n  b o t h  s i d e s ,  we o b t a i n  t h e  f o l l o w i n g  \ 
e q u a t i o n s  f o r  u  a n d  V1: 

1 



+ (0;- + - - 2ywIA1 - 2 a w l y 1 )  s i n  $ 
"' aa 

To s o l v e  ( 2 3 ) -  ( 2 4 ) '  w e  e x p a n d  u 
1 ' Vi  a s  d o u b l e  F o u r i e r  

s e r i e s  i n  a n d  x u s i n g  t h e  h a r m o n i c  b a s i s  f o r  $ a n d  t h e  
-, 

- .  + B ( ~ , a )  s i n  n $ ) ] @  ( x )  ( 2 5 )  . n r  n  

m 
1 

m 

V l ( ~ , a , $ , x )  = E [ I  C O r ( r . a ) - +  C { C  ( r , a )  c o s  n$ 
r = l  n = l  n r  
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CHAPTER 5 

0 
PLANE SHOCK WAVES IN VISCOELASTIC MEDIA 

DISPLAYING CUBIC ELASTICITY. - .  
'3 

1 .  INTRODUCTION. 

I n  t h i s  c h a p t e r  we . c o n s i d e r  t h e  p l a n e  v i b r a t i o n s  

o f  a medium w h i c h  i s  p r e d o m i n a n t l y  l i n e a r l y  e l a s t i c  b u t  
-2 - 

w h i c h  d i s p l a y s  i n  a d d i t i o n  s m a l l  n o n l i n e a r  e l . a s t i c  a n d  

l i n e a r  v i s c o e l a s t i c . b e h a v i o u r .  T h e  n o n l i n e a r i t y  i n  

s s u p p o s e d  t o  o c c u r  i n  t h e  f o r m  o f  t e r m s  i n  -- 
t h e  s t r e A - s t r a i n  r e l a t i o n  w h i c h  a r e  q u a d r a ' t i c  a n d  c u b i c  

i n  s t r a i n  a n d  t h e  v i s c o e l a s t i c i t y  i s  t a k e n  a s  a  f u n ~ t i o n a l  

t e r m  i n  t h e  s t r e s s - s t r a i n  r e l a t i o n .  T h e  c a s e , ; h e n  t h e  

z 1 

s t r e s s - s t r a i n  r e l a t i o n  c o n t a i n s  o n l y  n o n l i n e a r  q u a d r a t i ~ c  ...- 

t e r m  i n  s t r a i n  i n  q d d i t i o n  t o  l i n e a r  t e r m  h a s  b e e n  

i n v e s t i g a t e d  by L a r d n e r  [ 2 2 j  a n d ' i t  h a s . b e e n . s h o w n  t h a t  . 

t h e  s o l u t i o n  o f  a n y  n o n - t r i v i a l  i n i t i a l  v a l u e  p r o b l e m  
\ .  

f o r  s u c h  a medium d e v e l o p s  a  s i n g u l a r i t y  i n  t h e  f o r m  o f  

a s h o c k - w a v e  a f t e r  a f i n i t e  i n t e r v a l  o f  t i m e .  I n  [ 2 2 ] ,  

t h e  s t r u c t u r e  o f  t h e " s h o c k  l a y e r  h a s  a l s o  p e e n  i n v e s t i -  

gated .  



T h e  c o n s i d e r a t i o n  o f  t h e  c a s e  when  t h e  s t r e s s -  

s t r a i n  r e l a t i o n  c o n t a i n s  q u a d r a t i c  a s  w e l l  a s  c u b i c  t e r m s  

i n  s t r a i n  i s  i n c e  f o r  many m a t e r i a l s  i t  c a n  b e  

e x p e c t e d  t h a t  s i s  a n  o d d  f u n c t i o n  o f  s t r a i n  
, , 

m e a s u r e d  gram i t s  n a t u r a l  s t a t e .  I n  s u c h  a  c a s e  t h e  

d e p a r t u r e  f r o m . l i n e a r i t y  c a n  b e  e x p e c t e d  t o  b e  c u b i c  a n d  

n o t  q u a d r a t i c  i n  s t r a i n .  

* 

%7+ 
S i m i l a r  p r o b l e m s  h a v e  b e e n  i n v e s t i g a t e d  e a r l i e r  

b y  M o r t e l l  a n d  V a r l e y  [ 2 3 ] ,  M o r t e l  a n d  S e y m o u r  [ 2 4 , 2 5 ] ,  

j K r u s k a l  a n d  Z a b u s k y  [ 2 6 ] ,  K e l l e r  a n d  K o g e l m a n  [ 2 7 ]  a n d  

Chukwendu a n d  K e v o r k i a n  [ 1 5 ] .  T h e  m e t h o d s  o f  a p p r o x i -  

m a t i o n  u s e d  w e r e  t h e  a v e r a g i n g  m e t h o d  o r  c l o s e l y  r e l a t e d  
- 

Krylov-Bogoliubov-Mitropolskii m e t h o d ,  
C 

m e t h o d  

s t r a i n e d  c o - o r d i n a t e s  o r  t h e  two t i m e  m e t h o d .  I n  [ 2 4 - 2 7 1 ,  

t h e  t w o - t i m e  m e t h o d  wa's u s e d  t o  f i n d  t h e  s o l u t i o n  i n  t h e  

f o r m  o f  a n  e x p a n s i o n  i n  s p a t i a l  e t g e n f u n c t i o n s .  T h e  

s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  f o r  t h e  t i m e d e p e n d e n t  a m p l i t u d e s  

o b t a i n e d  b y  t h e  t w o - t i m e  m e t h o d  i s  t h e  s a m e  a s  o b t a i n e d  
I 

by  t h e  a v e r a g i n g  m e t h o d .  I n - f a c t  a  c o m p s i s o n  o f  two-  

t i m e  a n d  a v e r a g i n g  m e t h o d s  [ 2 0 ]  h a s  shown  t h a t  i n  t h e i r  

l o w e s t  a p p r o x i m a t i o n s ,  t h e s e  two m e t h o d s  a r e  f o r m a l l y  

e q u i v a l e n t  f o r  w i d e  c l a s s  h y p e r b o l i c  p a r t i a l  



/ 
i / 

d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o ~ s  w i t h  s m a l l  n o n l i n e a r i t i e s , g & ~ o w -  

/ '? $a 

e v e r ,  i t  h a s  b e e n  p o i n t e d  o u t  b y  N a y f e h  [ 2 8 ] ,  t h a t  f o r  

c e r t a i n  n o n l i n e a r  wave  e q u a t i o n s ,  a  d i r e c t  u s e  o f  t h e  

t w o - t i m e  m e t h o d  w i t h o u t  a n  e i g e n f u n c t ' i o n  e x p a n s i o n  
1 

a l l o w s  t h e  s o l u t i o n  t o  b e  g e n e r a t e d  m o r e  d i r e c t l y  t h a n  

t h r o u g h  t ' h e  a v e r a g i n g  m e t h o d .  
T h e  9 r o b l e m . t o  b e  i n -  -- 

v e s t i g a t e d  i n  t h i s  c h a p t e r  f a l l s  u n d e r  t h i s  c a t e g o r $ .  
J 

I 
1 

T h e  e q u a t i o n s  d e s c r i b i n g  ? h e  p h y s i c a l  m o d e l  a r e  

w r i t t e n  down i n  s e c t i o n  2 ,  where-we show t h a t  t h e y  l e a d  

t o  a  c e r t a i ~  n o n l i n e a r  w a v e  e q u a t i o n  f o r  l o n g i t u d i n a l  

d i s p l a c e m e n t  o f  t h e  c o l u m n .  

I n  s e c t i o n  3 ,  t h e  s o l u t i o n  i s  o b t a i n e d  by  u s i n 8  

t w o - t i m e  e x p a n s i o n .  T h e  s o l u t i o n  t o  t h e  l o w e s t  o r d e r  

c o n s i s t s  o f  t h e  s u p e r p o s i t i o n  o f  two  
I \ 

d i s p e r s e d  t r a v e l l i n g  w a v e s ,  o n e  t r a v e l l i n g  t o  t h e  r i g h t  

a n d  t h e  o t h e r  t o  t h e  l e f t .  U n l i k e  t h e  c a s e  o f  q u a d r a t i c  +L 

e l a s t i c i t y ,  t h e  two w a v e s  i n  t h i s  c a s e  a r e  n o t  q u i t e  - 

u n c o u p l e d  a n d  a  t e r m  p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  t o t a l  e n e r g y  

c o n t a i n e d  i n  o n e  w a v e  a p p e a r s  i n  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a -  

t i o n  w h i c h  d e s c r i b e s  t h e  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  o t h e r  w a v e  

a n d  v i c e  v e r s a .  



I n  s e c t i o n  4 ,  w e  e x a m i n e  , t h e  c a s e  o f  a  p u r e l y  

e l a s t i c  r e g i m e  when b e  i g n o r e d  a n d  t h e  

e n e r g y  i n  e a c h  o f  When 

s h o c k s  f o r m  i n  t ' h e  s o l u t i o n ,  t e  d i s s i p a t i o n  b e c o m e s  J 
s i g n i f i c a n t  a n d  t h e  c o u p l i n g  b e t w e e n  t h e  two w a v e s  

b e c o m e s  l e s s  t r i v i a l .  
d 

I n  t h e  r e m a i n i n g  s e c t i o n s ,  we e x a m i n e  t h e  

s t r u c t u r e  o f 2 s h o c k - w a v e p h e n  t h e  p r e d o m i n a n t  d i s s i p a -  

t i v e  m e c h a n i s m  i s  v i s c o e l a s t i c  i n  n a t u r e .  

5 ,  we c o n s i d e r  t h e  V o i g t  m o d e l ,  when t h e  

o c c u r s  a s  a  s m a l l  term i n  t h e  s k r e s s - s t r a i b  r e l a t i o n  \ 

p r o p o r t i o n a l  t o  t h e  s t r a i n  r a t e .  T h e  c o m p l e t e  s o l u t i o n  

i n v o l v i n g  t h e  s h o c k - w a v e  i s  f o u n d  by m e a n s  o f  a  m a t c h i n g  

t e c h n i q u e .  -. 
- - I n  s e c t i o n  6 ,  w e  e x a m i n e  t h e  c a s e  o f  g e n e r a l  

v i s c o e l a s t i c  r e l a x a t i o n  f u n c t i o n .  I n  t h i s  c a s e  we f i n d  

a n  i n t e g r a l  e q u a t i o n  f o r  t h e  i n n e r  s o l u t l o n  w i t h i n  t h e  
, 

s h o i f k - l a y e r  a n d  o b t a i n  t h e  c o n d i t i o n  f o r  f h e  s h o c k -  

v e l o c i t y .  

I n  s e c t i o n  7 ,  we i n v e s t i g a t e  a  p a r t i c u l a r  

2 c a s e  when t h e  r e l a x a t i o n  f u n c t i o n  i s  o f  e x p o n e n t i a l  
,P 

P - 

n a t u r e  a n d  d e r i v e  t h e  e x p l i c i t  s o l u t i o n  f o r  t h e  i n t e g r a l  

e q u a t i o n  o f  s e c t i o n  6 .  i 

8 .  

\ 



2 .  THE PHYSICAL MODEL. 

We s h a l l  c o n s i d e r  t h e  p l a n  9 v i b r a t i o n s  o f  a  

v i s c o e l a s t i c  s l a b .  L e t  x b y  a  c o o r d i n a t e  / t h r o u g h  t h e  

s l a b  a n d  l e t  u ( x y t )  d e n o t e  t h e  d i s p l a c e m e n t  i n  t h e  

x - d i r e c t i o n  a t  t i m e  t o f  t h e  c r o s s - s e c t i o n  o f  t h e  s l a b  

w h i c h  o c c u p i e s  t h e  p o s i t i o n  x  i n  t h e  n a t u r a l  s t a t e .  

T h e n  t h e  l o n g i t u d i n a l  s t r a i n  e ( x , t )  a n d  p a r t i c l e  

v e l o c i t y  v ( x ,  t )  a r e  d e f i n e d  b y  

s u b s c r i p t s  d e n 0  t i n g  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a t i o n .  T h e  e q u a -  

t i o n  o f  m o t i o n  t a k e s  t h e  f o r m  

w h e r e  O ( x , t ) ' i s  t h e  l o n g i t u d i n a l  s t r e s s  a n d  p t h e  

d e n s i t y .  

We s h a l l  s u p p o s e  t h a t  t h e  c o n s t i t u t i v e  l a w  r e l a -  

t i n g  s t r e s s  a n d  s t r a i n  f o r  t h e  m a t e r i a l  o f  w h i c h  t h i  s l a b  - 
i s  c o m p o s e d  t a k e s  t h e  f o r m  

4 
o ( x , t )  = ~ { e ( x , t )  + p l [ e ( x , t ) 1 2  + - 3 v [ e ( x , t ) 1 3  + 0 ( i 4 ) }  

a3 

- / G ,  ( s )  f e ( x y t  - s )  - e f x , t ) 3 d s g  
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s i m i l a r l y  r e - s c a l e d :  u  = & u * ,  v  = & v * ,  o = 4; o* r 

We a l s o  w r i t e  11 = p a n d  G l ( s )  = E E G ( s ) ,  s o  t h a t  t h e  
1 

s t r e s s - s t r a i n  r e l a t i o n  i n  t e r m s  o f  t h e  new v a r i a b l e s  

t a k e s  t h e  f o r m  

. 
E q u a t i o n s  ( 1 )  a n d  ( 2 )  r e m a i n  u n c h a n g e d  i n  t e r m s  o f  t h e  

r e - s c a l e d  v a r i a b l e s .  

From now o n ,  we s h a l l  d r o p  t h e  * ' s ,  w r i t i n g  

\ 
s i m p l y  u  f o r  t h e  r e - s c a l e d  d i s p l a c e m e n t  u * ,  a n d  s o  o n .  $ 

a E q u a t i o n s  ( l ) ,  ( 2 )  a n d  ( 4 )  c a n  b e  c o m b i n e d  i n t o  

a  s i n g l e  e q u a t i o n  f o r  u ( x , t )  w h i c h  t a k e s  t h e  f o r m  

- ,  \ 
w h e r e  u n i t s  h a v e  b e e n  c h o s e n  i n  s u c h  a  way t h a t  E / p  = 1. . 

C 1 - 
T h e  v i s c o e l a s t i c  r e l a x a t i o n  function G ( s )  5 s  - 

a s s u m e d  t o  d e c a y  t o  z e r o  a s  s + w i t h  a  c h a r a c t e r i s t i c  

& 



&. 

d e c a y  t i m e  w h i c h  i s  d e n o t e d  by  8 .  I f  i t  h a p p e n s  t h a t  , 

t h e  s t r a i n  c h a n g e s  s l o w l y  r e l a t i v e  t o  t h e  t i m e  s c a l e  8 ,  

- t h e  s t r a i n  e ( x ,  t - s )  i n  t h e  r e l a x a t i c n  t e r m .  i n  e q n .  ( 4 )  

may b; expand .ed  i n  a  . T a y l o r  e x p a n s i o n  a b o u t  s = 0 ,  a n d  

we o b t a i n  t h e  a p p r o ' x i m a t e  r e s u l t  t h a t  

w h e r e  k = s G ( s ) d s .  We s h a l l  r e f e r  t o  t h i s  e x p r e s s i o n  
0  

a s  t h e  V o i g t  a p p r o x i m a t i o n .  W i t h i n  t h i s  a p p r o x i m a t i o n ,  

e q n .  ( 5 )  i s  r e p l a c e d  b y  t h e  e q u a t i o n  

I n  a d d i t i o n   to t h e s e  f i - e l d  e q u a t i o n s  i t  i s  

n e c e s s a r y  t o  i m p o s e  i - n i t i a l  a n d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  o n  

t h e  s y s t e m .  We s h a l l  s u p p o s e  t h a t  t h e  s l a b  o c c u p i e s  

t h e  f e g i o n  0 < x  < R a n d  t h a t  t h e  f a c e s  x  = 0  a n d  x = !k 

a r e  h e l d  f i x e d .  T h e n  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  t a k e  t h e  

f o r m  

A s  i n i t i a l  c o n d i t i o n s  we s h a l l  a s s u m e  t h a t  t h e  i n i t i a l  
I 

d i s p l a c e m e n t  a n d  v e l o c i t y ,  u ( x , O )  a n d  v ( x , O )  = u  ( x , O ) ,  t 



a r e  b o t h  p r e s c r i b e d .  I t  f o l l o w s  t h e r e f o r e  t h a t  

i n i t i a l  s t r a i n  e ( x , O )  = u ( x , O )  i s  a l s o  known.  
X 

t h e  
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we,  i m p o s e  t h e  f o l l o w i , n g  ~ o n d i t i o n s  o n  F  a n d  G :  " 
s 

L e t  u s  now e x a m i n e  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  f u l l  

f u n c t i o n a l  f o r m  f o r  t h e  v i s c o e l a s t i c  t e r m  i s  t a k e n ,  

e q n .  ( 5 ) .  I n  t h i s  c a s e  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  f o r ,  

u, i s  t h e  s a m e  a s  e q n .  - ( l 2 )  e x c e p t  t h a t  t h e  k - t e r m  i s  

% r e :p l aced  b y  t h e  e x p r e s s i o n  

m 

- r ~ ( s )  p a a ( a  - S ,  T - E S )  - ~ ~ ~ ( a , . ' )  
0 

+ G ( 6  - s ,  T - ES) - G B B ( ~ , T ) j d ~ .  
. B B  

I' I 

G ( s )  d e c a y s  t o  z e r o  w i t h i n  a n  i n t e r v a l  6 w h i c h  c a n  b e  

-1 
a s s u m e d  t o  b e  s m a l l  c o m p a r e d  t o  E , s o  t h a t  t o  a g o o d  . 

/I- 

a p p r o x i m a t t o n - w e  may r e p l a c e  t h e  a r g u m e n t s  r - E S  by T --- 

i n  t h i s  i n t e g r a l .  C o ~ s e q u e n t l y  i n  r h e  s o l u t i o n  ( 1 3 )  f o r  a 

u1 
, t h e  k -be rm i s  r e p l a c e d  b y  
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e q n .  ( 1 7 )  we o b t a i n  t h ~  c o n d i t i o n s  t h a t  
- -, 

i 

T h e  f i r s t  o f  t h e s e  c o n d i t i o n s  i s  s a t i s f i e d - i f  we t a k e  

G ( B , T )  = - F ( ~ , T )  f o r  a n y  p 3 o f  a r g u m e n t s  ( 0  T .  U n d e r  - 

B 

t h i s  i d e n t i f i c a t i o n ,  t h e  two  e q u a t i o n s  (-15) b e c o m e  

4 .  
i d e n t i c a l ,  a s  a l s o  d o  t h e  two e q n s .  ( 1 6 ) . -  T b s  c o n s i s t e n c y  

i s  a c h i e v e d  b y  t a - k i n %  t h e  s o l u t i o n  i n  t h e  f o r m  

i n  t h i s  c a s e ,  w h e r e  F f e , ~ )  s a t i s f i e s  t h g  e q u a t i o n  

i n  t h e  c a s e  o f  t h e  V o i g t  a p p r o x i m a t i o n ,  a n d  m o r e  g i n e r a l l y  

s a t i s f i e s  
d 

S i m i l a r l y , '  t h e  s e c o n d  o f  t h e ' b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  
9 \ 

-- - 
( 1 8 )  i s  m e t  b y  a s s u m i n g  t h a t  F  i s  p e r i o d i c  i n  i t s  f i r s t  

a r g u m e n t  w i t h  p e r i o d  2R : F ( 6  + 2 2 , ~ )  = F ( f 3 , ~ ) .  T h i s  



c o n d i t i o n  i s  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  . 
9 

( 2 0 )  o r  ( 2 1 ) .  

I t  i s  c o n v e n i e n t  t o  i n t r o d u c e  f ( 0 , r )  = F O ( @ , r ) .  

w 
-' % A f t e r  d i f f e r e n t i a t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  0 ,  e q n s .  ( 2 0 )  a n d  

t a k e  t h e  f o r m  

w h e r e  
. .. 

I n  t h i s  l a s t  e q u a t i o n  w e  h a v e  made  u s e  o f  t h e  p e r i o d i c i t y  

o f  f ( @ , - r )  i n  8 i n  c h a n g i n g  f r o m  t h e  i n f i n i t e  a v e r a g e  i n  

t h e  o r i g i n a l  d e f i n i t i o n  ( 1 4 )  t o  t h e  a v e r a g e  o v e r  o n e  p e r i o d  

i n  e q n .  ( 2 2 ) .  

T h e  s t r a i n  a n d  v e l o c i t y  a r e  e x p r e s s i b l e ,  t o  l o w e s t  
,-- 

o r d e r ,  i n  t e r m s  o f  t h e  f u n c t i o n  • ’ ( @ , ~ ' ) , - f o r ,  u p o n  d i f f e -  
,* -Y 

r e n t i a t i n g  e q n .  ( 1 9 )  w i t h  r e s p e c t  t o  x  a n d  t i n  t u r n ,  we 

o b t a i n  t h a t  



From t h e  i n i t i a l  v a l u e s  o f  e  a n d  v ,  t h e  f o l l o w i n g  - 
i n i t i a l  v a l u e s  o f  f ( 8 , ~ )  a r e  o b t a i n e d :  

\ 

C o n s e q u e n t l y  t h e  v a l u e s  f ( 8 , O )  a r e  known f o r  - 2  < 8  < R .  

I n  v i e w  o f  t h e  p e r i o d i c i t y  o f  f  ( ' 8 , ~ )  i n  8 ,  i t  f o l l o w s  

t h e r e f o r e  t h a t  t h e  v a l u e s  f ( 8 , O )  a r e  known f o r  a l l  v a l u e s  

ci - 
F o r  v a l u e s  o f  ' t  w h i c h  a r e  o ( ~  )  , r i s  s m a l l  a n d  

may b e  r e p l a c e d  b y  z e r o  i n  t h e  s o l u t i o n  ( 1 7 ) .  T h e  s o l u t i o n  

t h e n  may b e  i n t e r p r e t e d  a s  c o n s i s t i n g  o f  two w a v e s ,  a n  

a - w a v e ' w i t h  a m p l i t u d e  TF t r a v e l l i n g  t o  t h e  l e f t  a n d  a 8-wave  
-A 
w i t h  a m p l i t u d e  G t r a v e l l i n g  t o  t h e  r i g h t .  F o r  v a l u e s ,  o f  T 

s i g n i f i c a n t l y  d i f f e r e n t  f r o m  z e r o  t h i s  i n t e r p r e t a t i o n  

b r e a k s  down b e c a u s e  o f  t h e  T - d e p e n d e n c e  o f  F  a n d  G ( a l t h o u g h ,  

1 a s  we s h a l l  s e e  i n  t h e  n e x t  s e c t i o n ,  a n  i n t e r p r e t a t i o n  i n  

t e r m s  o f  s i m p l e  w a v e s  i s m s t i l l  p o s s i b l e  i n  t h e  p u r e l y  J 



e l a s t i c  c a s e ) .  O v e r  t i m e - s c a l e s  o f  o r d e  n i t y ,  t h e  

a n d  G p a r t s  o f  t h e  s o l u t i o n  s t i l l  a p p e a r  p r o x i m a t e l y  

a s  w a v e s  p r o p a g a t i n g  i n  e a c h  d i r e c t i o n ,  b u t  t h e  
*9 
.>,-dependence o f  t h e s e  f u n c t i o n s  i n t r o d u c e s  a  s l o w  

A p e r n i o n  a n d  m o d u l a t i o n  o f  t h e  two w a v e s .  

When v = 0 ,  t h e  two e q n s .  ( 1 5 )  b e c o m e  e n t i r e l y  

d e c o u p l e d ,  i n d i c a t i n g  t h a t  t h e  two p a r t s  F  a n d  G o f  t h e  

s o l u t i o n  p r o p a g a t e  i n d e p e h d e n t G  o f  o n e  a n o t h e r .  T h i s  

f e a t u r e  o f  q u a d r a t i c  e l a s t i c  ' m a t e r i a l s  h a s  be.en n o t e d  . 

p r e v i o u s l y  i n  s l i g h t l y  d i f f e r e n t  c o n t e x t n s  b y  M o r t e l l  a i d  
+G 

V a r l e y  [ 2 3 ]  a n d  M o r t e l l  a n d  Seymour  [ 2 4 , 2 5 ] .  F o r  t h e  

c a s e  o f  c u b i c  e l a s t i c i t y  ( V  # 0 )  t h e  two w a v e s  d o  n o t  

p r o p a g a t e  i n d e p e n d e n t l y ,  3 l t h o u g h  t h e  c o u p l i n g  b e t w e e n  

2  t h e m  o n l y  a r i s e s  t h r o u g h  t h e  a v e r a g e  v a l u e s  < F  B > a n d  

2  
<G > .  

B 

W h e n v = O ,  e q n .  ( 2 0 ' )  r e d u c e s  t o B u r g e r s l  

e q u a t i o n ,  a s  h a s  b e e n  shown  e l s e w h e r e  [ 2 3 ] .  







t h e  a m p l i t u d e  o f  t h e  s i g n a l  c a r r i e d  b y  t h a t  c h a r a c t e r i s t i c .  

T h e  a m p l i t u d e s  H ( 8  1 ) a r e  c o m p l e t e l y  d e t e r m i n e d  6 y  

t h e  i n i t i a l  s t r a i n  a n d  v e l o c i t y  i n '  t h e  med ium.  S e t t i n g  

t = 0  ( T  = 0 )  i n  e q n .  ( 2 7 )  we s e e  t h a t  = 0  i n i t i a l l y ,  

a n d  h e n c e  f r o m  e q n s .  ( 2 6 )  a n d  ( 2 4 )  , 

i n  0  w i t h  p e r i o d  2 2 ,  s o  t h a t  e q n s .  ( 3 0 )  d e t e r m i n e  H ( 8 )  
1 

f o r  a l l  v a l u e s  o f  0 . )  

L e t  u s  now d e t e r m i n e  C ( T ) .  I n  t h e  d e f i n i t i o n  

- ( 2 2 )  w e  s u b s t i t u t e  t h e  s o l u t i o n  ( 2 6 )  a n d  c h a n g e  t o  e l  a s  

i n t e g r a t i o n  v a r i a b l e  u s i n g  e q n .  ( 2 7 )  t h u s  o b t a i n i n g  
\ -- d 

S i n c e  H ( 8  ) i s  p e r i o d i c  i n  e l  w i t h  p e r i o d  2 2 ,  t h e  t e r m s  i n  
1 

e q n .  ( 3 1 )  i n v o l v i n g  t h e  f a c t o r  H ' ( 8  1 ) v a n i s h ,  l e a v i n g  



1 

- 

I t  i s  c l e a r  t h e r e f o r e  t h a t  C(T) i s ,  i n  f a c t  a 
C, 

, c o n s t a n t ,  i n d e p e n d e n t  o f  r .    his f a c t  c a n  a c t u a l l y  b e  

v e r i f i e d  d i r e c t l y  f r o m  t h e  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n  ( 2 5 ) ,  

b u t  we h a v e  k e p t  C ( r )  v a r i a b l e  u p  t o  t h i s  p o i n t  f o r  

f u t u r e  u s e .  

S i n c e  c i s  c o n s t a n t ,  i t  f o l l o w s  t h a t  t h e  v e l o c i t y  

o f  p r o p a g a t i o n  o f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c s  a r e  c o n s t a n t  ( c . f .  
-2 , 

- 

e q n .  ( 2 9 ) ) .  I n  t h e  x t - p l a n e ,  t h e  a- a n d  8 - c h a r a c t e r i s t i c s  

f o r m  two f a m i l i e s  o f  s t r a i g h t  l i n e s .  

S u b s t i t u t i n g  e q n .  ( 3 0 )  i n t o  e q n .  ( 3 2 )  we o b t a i n  

t h e  r e s u l t  t h a t  

s h o w i n g  t h a t ,  a p a r t  f r o m  a  c o n s t a n t  f a c t o r ,  C i s  e q u a l  , 

t o  t h e  e n e r g y  i n  t h e  i n i t i a l  s t a t e  o f  s t r a i n  a n d ' m o t i o n  

o f  t h e  s l a b  ( u p  t o  t e r m s - o f  o r d e r  E ) .  

E q u a t i o n s  ( 2 6 )  a n d  ( 2 7 )  p r o v i d e  a  s o l u t i o n  o f  

e q n .  ( 2 5 )  o n l y  i f  e q n .  ( 2 7 )  c a n  b e  s o l v e d  f o r  8 f o r  
c 1 

g i v e n  ( 0 , ~ ) .  T h i s  a m o u n t s  t o  r e q u i r i n g  t h a t  o n l y  o n e  

c h a r a c t e r i s t i c  from e a c h  f a m i l y  p a s s e s  t h r e e g h  e a c h - p o i n t  

i n  t h ' e  ( x , t )  p l a n e .  Now i n  f a c t ,  t h e  f a m i l y  o f  l i n e s  

d e f i n e d  b) e q n .  ( 2 7 )  d o e s  h a v e  a n  e n v e 1 o p e . w h i c h  t h e r e -  
\ 

- 5 \+..:. 



f o r e  m u s t  p r o v i d e  a  b o u b d a r y  b e y o n d  w h i c h  t h e  s o l u ' t i o n  

we h a v e  f o u n d  b e c o m e s  i n v a l i d .  

e q n .  ( 2 7 )  t a k e s  t h e  f o r m  e l  = 0  + r P ( B 1 ) .  T h e  e n v e l o p e  

i s  o b t a i n e d  b y  d i f f e r e n t i a t i n g  w i t h  r e s p e c t  t a  8  1 ' 

w h i c h  g i v e s  T P ' ( B  ) = 1, a n d  s o  i s  g i v e n  p a r a m e t r i c a l l y  1 

by  t h e  e q u a t i o n s  

I f  we d e n o t e  b y  B m  t h e  v a l u e  o f  e l  a t  w h i c h  P 1 ' ( e l )  i s  

a maximum, t h e n  t h e  s m a l l e s t  v a l u e  o f  T o n  t h e  e n v e l o p e  

i s  g i v e n  b y  

T h u s  f o r  T < T 
f Y  

t h e  s o l u t i o n  ( 2 6 ) ,  ( 2 7 )  i s  v a l i d  f o r  

a l l  y a l u e s  o f  8 ,  w h i l e  f o r  T 3 T i t  b e c o m e s  i n v a l i d  f o r  - f  

a t  l e a s t  some  s e t  o f  v a l u e s  o f  8 .  S i n c e  P ( 0  ) i s  ~ e r i o d i c ,  . 
1 

'f- 
p r o v i d e d  t h a t  i t  i s  n o t  i d e n t i c a l l y  ' c o n s t a n t ,  t h e r e  i s  

a l w a y s  s o m e  v a l u e  o f  0 a t  w h i c h  P '  ( e l )  > 0,. s o  t h a t ,  a 
1 

- 

f i n i t e  v a l u e  o f  T a l w a y s  e x i s t s .  f  



For T >, T p it is necessary to include a shock 
f 

'G 
w a v e  in the solution, and in the following sections w e  

.- 
shall investigate'the nature,of'the shock layer in the 

case when the material displays a small degree of 
P 

viscoelasticity. 



5 .  SOLUTION I N  THE VOIGT APPROXIMATION. ! 

,- 

I n  t h i s  s e c t i o n  we s h a l l  e x a m i n e  t h e  s o l u t i o n . ~ • ’  

e q n .  ( 2 0 ' )  i n  t h e  c a s e  when t h e  c o n s t a n t  k  i s  s m a l l .  T h i s  
b 

' fk'q v i s c o e l a s t i c  c o n t r i b u t i o n  a m o u n t s  t o  a s s u m i n g  t h a t  

t o  t h e  s t r e s s  i n  e q n .  ( 6 )  i s  s m a l l  c o m p a r e d  t o  T h e  c o n t r i -  

b u t i o n  o f  t h e  n o n l i n e a r  e l a s t i c  t e r m s  e x c e p t  i n  r e g i o n s  

w h e r e  t h e  s t r a i n  i s  r a p i d l y  v a r y i n g .  , I n  p a r t i c u l a r ,  t h e  
- 

v i s c o e l a s t i c  t e r m s  a r e  s i g n i f i c a n t  w i t h i n  t h e  n e i g h b o u r -  

h o o d  o f  a n y  s h o c k  w a v e  w-hich may d e v k l o p  i n  t h e  s o l u t i o n .  

Under '  t h e s e  c o n d i t i o n s ,  ' a s  l o n g  a s  t h e  i n i t i a l  

v a l u e s  o f  t h e  s t r a i n  a n d  v e l o c i t y  g r a d i e n t s  a r e  n o t  l a r g e ,  

t h e  e l a s t i c  s o l u t i o n  f o u n d  i n  S e c t i o n  4 w i l l  p r o v i d e  a  

g o o d  a p p r o x i m a t i o n ,  w i t h i n  O(k )  o f ' t h e  c 0 r r e c . t  s o l u t i o n  

o f  e q n .  ( 2 0 1 ) ,  u p  t o  t i m e s  a t  w h i c h  a  s h o c k  f o r m s .  
C 

F u r t h e r m o r e ,  e v e n ' f o r  r > r f  , t h e  l a s t  t e r m  i n  e q n .  ( 2 0 ' )  

c a n  b e  i g n o r e d  f o r  p o i n t s  w h i c h  a r e  o u t s i d e  t h e  s .hock  
--I 

l a y e r ,  a n d  a t  s u c h  p o i n t s  t h e  s o l u t i o n  i s  g i v e n  a p p r o x i -  

m a t e l y  b y  e q n .  ( 2 6 )  a n d  ( 2 7 ) .  We s h a l 1 , r e f e r  t o  t h i s  

a p p r o x i m a t i o n  a s  t h e  o u t e r  s o l d t i o n .  We n o t e  h o w e v e r  t h a t  " 

t h e r e  i s  o n e  d i s t i n c t i o n  b e t w e e n  t h e  o u t e r  s o l u t i o n  f o r  
I 

r > -rf a n d  t h e  e l a s t i c  a p p r o x i m a t i o n  for T i r , n a m e l y  
f 

w e  may r e g a r d  t h i s  a s  a r e s u l t  o f  a b s o r p t i o n  o f  e n e r g y  b y  
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by m e a n s  o f  t h e  d e f i n i t i o n  2 

A s  0 v a r i e s  f r o m  b e l o w  t o  a b o v e  t h e  s h o c k  l a y e r ,  f  v a r i e s  

f r o m  f  t o  f  , w h e n c e  r c h a n g e s  f r o m  -1 t o  +l. I t  i s  
2 3 

g i v e n  by  t h e  r e l a g i o n  , 

On c r o a i n g  t h e  s h o c k  l a y e r ,  t h e  i n n e r  s o l u t i o n  

( 3 7 )  f o r  f  c h a n g e s  f r o m  t h e  v a l u e * • ’  a t  p o i n t s  w e l l  b e l o w  
2 

t h e  l a y e r  t o  f  a t  p o i n t s  a b o v e  t h e  l a y e r .  T h e s e  l i m i t i n g  
3, - 

v a l u e s  m u s t  b e  d e t e r m i n e d  by  m a t c h i n g  w i t h  t h e  o u t e r  

s o l u t i o n  a t  p o i n t s  j u k t  b e l o w  a n d  j u s t  a b o v e  t h e  s h o c k .  

A t  a n y  p o i n t  8 = Bs(-r)  o n  t,he' s h o c k ,  t h e r e  a r e  

two v a l u e s  o f  8, f o r  w h i c h  e q n .  ( 2 7 )  i s  s a . t i s f i e d ,  w h i c h  
1 - .  

+ 
we d e n o t e  by  8 -  

1 ' 

T h i s  m e a n s  t h a t  

t h e  two c h a r a c t e r -  

i s t i c s  w i t h  p a r a -  

meters 6 = 8-  a n d  
1 1, 

T/' ' 
= b o t h  pass 

t h r o u g h  t h e  p o i n t  

t h e  f i r s t  a r r i v i n g  a t  
d 

1 



M
 

U
 

c 
m

 g 
v-4 

7
U

C
 

a 
C

) 
a, 

U
 

c
m

a
 

O
U

E
i

 
C

 72 
3
 

r
l

c
u

 
0

-
0

 
m

 
U

 
a
 

cd 
k

 
a, 

a
d

@
 

c 
k

 
* 

C
 

k
 

.rl 
d

 
cd 

k
 

u
 

k
 

a, 
(d

 

C
 

m
 

J
J

r
l

a
J

 
(d

 
3
 

w
 

C
 

O
M

m
 

.d
 

h
 

m
m

 F
I 

w
 

U
 

a, 
C
 

a
s

a
,

 
C

U
3

 
(d

 
CF 

C
 

a, 
N

U
 

m
 

W
d

C
 

3
 

0
 

m
 

U
 

a, 
al 

3
 

a
 

r
l 

.rl 
. 

m
u

m
 

* 
c 

u
 

.rl 
.d

 
M

O
C

l
 

c
u

m
 

.d
 

d
 

U
a

J
k

 
-rl 

k
 

a, 
B

o
o

 
-rl 

w
 

u
 

r
l

a
l

c
d

 
k

 
k

 



d e t e r m i n e d  t h r o u g h  a  c e r t p i n  g e o m e t r i c a l  c o n s t r u c t i o n .  

A s i m i l a r  c o n s t r u c t i v e  m e t h o d  d o e s  n o t  a p p e a r  t o  b e  

f e a h h e n  v Z 0. 1 

we o b  e  t h a t ,  i n  o r d e r  f o r  t h e  s i t u a t i o n  

i l l u s t r a t e d  i n  u r e  1 t o  b e  r e a l i i e d ,  t h e  s l o p e s  o f  
\ 

t h e  two c h a r a c t e r i s t i c s  m u s t  s a t i s f y  t h e  

( d @ / d ~ ) +  < ( d $ / d ~ ) -  . B u t  f r o m  e q n .  ( 2 7 ) ,  

s o  t h a t  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n  i s  o b t a i n e d  a f t e r  u s i n g .  
'- 

e q n s .  ( 4 2 )  : 

I * -  

T h i s  c o n d i t i o n  r e l a t e s  t h e  s i g n  o f  t h e  jump a c r , o s s  t h e  

2 .  

/ 
s h b c k  t o  t h e  q u a d r a t i c - a n d  c u b i c  e l a s t i c  c o n s t a n t s  a n d  

t o  t h e  a v e r a g e  v a l u e  o f  f  a t  t h e  c e n t r e  o f  t h e  s h o c k  

T h e  t h r e e  e q u a t i o n s  ( 4 3 ) ,  (4&> d e t c i m i n e  T s ( ~ ) ,  

b u t  t h e  s h o c k  p a t h  0 ( T )  c a n  b e  o b t a i n e d  f r 3 m  e q n .  ( 3 4 )  
s 

--. 
o n l y  when  C ( ~ ) " h a s  b e e n  f o u n d .  W i t h  t h e  p r e s e n c e  o f  a  

s h o c k ,  C ( T )  i s  no  l o n g e r  c o n s t a n t .  I n  o r d e r  t o  o b t a i n  

a n  e x p r e s s i o n  f o r  C ( T ) ,  l e t  u s  m u l t i p l y  e q n .  ( 2 0 ' )  b y  



f ' ( @ , r ) - k n d  i n t e g r a t e  o v e r  e f r o m  0 t o  2 k .  I n  v i e w  o f  
F 

h 

t h e  p e r i o d i c i t y  o f  f ,  s e v e r a l  ,o f  t h e  i n t e g r a l s  v a n i s h ,  

a n d  t h e  e n d  r e s u l t  i s  

\ From t h e  d e f i n i t i o n  ( 2 2 )  o f  C ( T )  t h e r e f o r e ,  

\ 

1h t h e  a b s e n c e  o f  a  s h o c k  w a v e ,  t h e  r i g h t - h a n d .  

s i d e  h e r e  i s ' s m d l ,  o f  o r d e r  k .  H o w e v e r ,  w>hen t h e  s h o c k  
P 

i s  p r e s e n t ,  a  c o n t r i b u t i o n  oJ o r d e r  u n i t y  t o  t h i s  r i g h t -  

h a n d  s i d e  i s  made  by  t h e  s h o c k  l a y e r  i t s e l f .  To e v a l u a t e  
- 

t h e  c o n t r i b u t i o n . o f  t h e  l a y e r ,  t h e  i n n e r  v a r i a b l e  5 may 
d 

b e  u s e d ,  i n  w h i c h  c a s e -  we c a n  p r i r e  

\ .  

e q n .  ( 3 3 )  i n  w h i c h  k  i s  s e t  e q u a l  t o  z e r o .  A f t e r  s u b s t i -  
A - 

t u t i n g  a n d  p e r f o r m i n g  t h e  i n t e g r a t i o n  o v e r  5 ,  we o b t a i n  
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A = f -  3 - • ’ 2  
> 0 we t h e r e f o r e  h a v e  a  r a r b f a c t i o n  w a v e  

i n  w h i c h  t h e  medium , d i l a t e s  a s  t h e  s h o c k  p a s s e s  w h i l e  

when A < 0 we h a v e  a  c o m p r e s s i o n  w a v e .  W h i c h  o f  t h e s e  
% 

two t y p e s  o f  s h o c k  i s  p o s s i b l e  i s  d e t e r m i n e d  b y  t h e  

c o n d i t i o n  ( 4 5 ) .  
'\ 
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a l t h o u g h  n u m e r i c a l  . s !p lu t ions  c o u l d  b e  o b t a i n e d  i n  a n y  

p a r t i c u l a r  c a s e .  I n  t h e  n e x t  s e c t i o n  we s h a l l  e x a m i n e  

t h e  s o l u t i o n  f o r  t h e  s p e c i a l  c a s e  o f  a n  e x p o n e n t i a l ,  
. , 

I 
r e l a x a t i o n  f u n c t i o n ,  f o r  whJch  a n  e x p l i c i t  s o l u t i o n  

c a n  be f o u n d .  
, 

E q u a t i o n  ( 4 6 ) .  c o n t i n u e s  t o  h o l d  f o r  a  g e n e r a l  

r e l a x a t , i o n  f u n c t i o n ,  p r o v i d e d  t h a t  v i s c o e l a s t i c  
, 

d i s s i p a t i o n  i s  s i g n i f i c a h  o n l y  w i t h i n  t h e  s h o c k  l a y e r .  

F o r ; .  f r o m  e q n s .  ( 2 1 ' )  a n d  622)  i t  f o l l o w s  tet 

I f  t h e  0 i n t e g r a l  i s  r e s t r i c t e d  t o  t h e  s h o c k  l a y e r ,  e q n .  

( 4 7 )  may b e  u s e d  w i t h . t h e  r e s u l t  t h a t  

A f t e r  e v a l u a t i n g  t h i s  i n t e g r a l ,  e q n .  ( 4 6 )  i s  o b t a i n e d .  
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I * 

s i d e  o f  t h e  l a y e r  i s b . : c o m p r e s s e d  r e l a t i v e  t o  t h e  t r a i l i n g  

s i d e .  When c u b i c  e l a s t i c i t y  i s  s i g n i f i c a n t ,  t h e  s t r u c t u r e  

o f  t h e  s h o c k  l a y e r  l o s e s  i t s  s y m m e t r y  a b o u t  a t h e  c e n t r , e  

e v e n  f o r  t h e  V o i g t  a p p r o x i m a t i o n .  

An e s t i m a t e  o f  t h e  w i d t h  o f  t h e  l e a d i n g f l e o f O f  

t h e  s h o c k  l a y ' e r  ( i . e . ,  t h e  s i d e  o f  w h i c h  f  + f 2  
C 

o b t a i n e d  b y  s e t t i n g  r = -1 + 1 / N  w i t h  N s o m e  p u i t a b l y  3; "0,-d 

. l a r g e  n u m b e r .  We t h e n  o b t a i n  t h a t  0 - 0  =: - ka2RnN f o r  
2;. s 

t h e  v o i g t  a p p r o x i m a a t i o n  , a n d  0 - 0 s z - kd2!tnN f o r  t h e  C/ 
e x p o n e n t i a l  r e l a x a t i o n  f u n c t i o n .  F o r  t h e  t r a i l i n g  s i d e  

o f  t h e  l a y e r ,  w e  c a n  s e t  r = 1 - <IN,  o b t a i n i n g  

I 
8  - €lS z k a  EnN f o r  t h e  V o i g e  a p p  o x i m a t i o n  a n d  3 1 

8 -- B s  z kdj!LnN f r o m  e q n .  (5511 ~ i e  t o t a l  w i d t h  o f  t h e  
- / 

i" s h o c k  i s  o b t a i n e d  $y  a d d i n g  t h e  e  two h a l f - w i d t h s  t o g e t h e , r ,  

g i v i n g  t h e  v a l u e s  k ( a 2  + a3)RnN a n d  k ( d 2  + d  3  ) k n N  f o r  t h e  

two- s o l u t i o n s .  , B u t  c o m p a r i n g  e q n s .  ( 3 9 )  a n d  ( 5 6 )  $we see  
1 
i 

t h a t  t h e s e  two e x p r e s s i o n s  a r e  i d e n t i c a l ,  s o  t h a t i k h e  

t o t a l  w i d t h  o f  t h e  s h o c k  l a y e r  i s  g i v e n  c o r r e c t l y  by  t h e  
e 

V o 2 i g t  a p p r o x i m a t i o n  .. 
i 

S i n c e  a '> a f o r  v > 0 , ,  i t  f o l l o w s  & h a t  i n  t h e  
.2 3  

V o i g t  a p p r o x i m a t i o n  t h e  t r a i l i n g  s i d e  o f  t h e  l a y e r  i s  
pp- - -- 

c o m p r e s s e d  r e l a t i v e  t o  t h e  l e a d i n g  s i d e  when  t h e  c u b i c  
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( 5 5 )  become  a p p r o x i m a t e l y  t h e  s a m e .  T h e s e  c o n d i t i o n s  

c o u l d  b e  d e r i v e d ' i n  a q u a l i t a t i v e  s e n s e  f r o m  a e  s o l u t i o n  
r-  . 

( 4 1 )  a 1 o n e ; s i n c e  a n  i n t u i t i v e  c o n d i t i o n  f o r  t h e  v a l i d i t y  

o f  t h e  V o i g t  a p p r o x i m a t i o n  i s  t h a t  t h e  d e & a y  t i m e  6 s h o u l d  

b e  much s m a l l e r  t h a n  t h e  w i d t h s  o f  t h e  two s i d e s  o f  t h e  

s h o c k  l a y e r .  T h u s  we a r e  l e d  t o  t h e  c o r i u t i o n s  6 << k a 2  

a n d  6 << ka, w h i c h  a r e  i d e n t i c a l  w i f h  c o n d i t i o n s  
, . 3 

i 
I T h e  s o J u t i o n  ( 4 1 )  a l w a y s  s a t i s f i e s  t h e  b o u n d a r y  

c o n d i t i o n s ,  r + f + a s  ( 8  - BS) / k  + s i n c e  a a n d  a  2  3 

- w h i l e  t h e e c o n d i t i o n  r -+ +1 a s  

m e t  b y  s o l u t i o n  ( 5 5 ) ,  t h e  
- 

3 
/ p r o v i d e d  t h a t  s e c o n d  b o u n d a r y  c o n d i t i o n  i s  o n q y  s a t 1  

b- 

C L 

d g  > 0. T h i s  c o n d i t i o n  may b e  r e w r i t t e n  i n  t h e  f o r m  

U n l e s s  t h i s  c o n d i t i o n  i s  m e t ,  e q n .  ( 5 4 )  4s n o  s p l u t i o n  - 
. s a t i s f y i n g  t h e  ' t e q u i r e d  b o u n d a r y  c o n d i t y / o n .  

' B I - 
When v = 0 ,  t h e  prov%es  s i m p l y  

i 
1 

a n  ' u p p e r  b o u n d  o  a c r o s s i t h e  s h o c k .  
\ 

F o r  s t r o n g e r  3 ~ h o c k s  t h a  o u n d ,  n o  * o t h  
\ 

s o l u t i o n  of -7 f54) &-if - -Uiffg  - 

2. - 
C 

t h a t  when i + 0,  c o n d i t i o n  ( . 5 8 ) \ d o e s ~ o t  provf&re ly  a n  



u p p e r  b o u n d  o n  A .  If we s e t  A m  = 3 ( %  + v Z ) / v  a n d  
fl 

K = 1 - 1 2 k / v 6 ~ :  t h e n  t h e  c o n d i t i o n s  o n  A a r i s i n g  f r o m  

t h e  i n e q u a l i t y  (58)  c a n  b e  summar ia i ?d  ' a s  f b l l o w s .  ( I n  

d e r i v i n g  t h e  c o n d i t i o n s  w h i c h  f o l l o w  we h a v e  made  u s e  

o f  t h e  r e s t r i c t i o n  ( 4 5 )  a n d  a l s o  o f  t h e  c o n d i t i o n  

I A /A ml < 1 w h i c h  i s  n e c e s s a r y  . i n  o r d e r  t h a t  t h e  t h i r d  
* 

1 d g a r i t h m . i n  e q n .  ( 5 5 )  s h o u l d  n o t  b e  s i n g u l a r  f o r  

/ r l  < 1.) F o r  0 ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t  
f 

. * 
0 < - ( A / A ~ )  m i n  (I,$ (J; - 1 ) ) .  

F o r  v  > 0  a n d  K > 0, i t  i s  n e c e s s a r y  t h a t  

e i t h e r  
- 
te -: * - - - =. - - . *--- 

F o r  v > 0 a n d  K < 0 ,  t h e  o n l y  c o n d i t i o n  is\-( A ) < 1. m 

T h u s  when v a n d  K a r e  b o t h  p o s i t i v e ,  b e s i d e s  a  b a n d  o f  

w e a k  s h o c k s  t h e r e  a l s o  e x i s t s  a  b a n d  o f  s t r o n g e r  s h o c k s  

f o r  w h i c h  a  s m o o t h  s o l u t i o n  o f  . e q n .  , ( 5 4 )  e x i s t s .  
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s l o w l y  c h a n g % n g p p a r a m e t e r s ,  w i t h  g r e a t  
r e s i s t i n g  f o r c e .  P r o c e e d i n g s  o f  t h e  

r - .  
F o u r t h  Conference o n  N o n l i n e a r  O s c i l l a -  - * t i o n s ,  C z e c h o s l o v a k  A c .  o f  Sc. ,  P r a g e  
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