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ABSTRACT 

A method i s  p r e s e n t e d  f o r  c r e a t i n g  e x a c t  s o l u t i o n s  o f  t n e  

i n t e r i o r  E i n s t e i n  f i e l d  e q u a t i o n s  when t h e  S e g r e  c l a s s  of t h e  

s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  IS p r e s c r i b e d .  I h e  t t ~ u  and  # I T N  methods  o f  

Synge a r e  combined i n  a  way which t a k e s  a d v a n t a g e  o f  t h e  a l g e -  

~ r a i c  s t r u z t u r e  of t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r .  The f i e l d  egua-  

t i o n s  i n  0 r t h o g o n 3 l  coordinates a r e  w r i t t e n  f o r  t h e  c a s e  when 

t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  is of  t h e  a l g e b r a i c a i i y  g e n e r a l  S e g r e  

c l a s s  [ 11 1 , 1 ]  and  i t s  e i g e n v e c t o r s  are a l i g n e d  w i t h  t n e  c o o r d i n -  

a t e  v e c t o r s .  A new e x a c t  s o l u t i o n  of t h e s e  e q u a t i o n s  i s  f o u n d  

v h i c h  i n  s p e c i a l  i n s t a n c e s  s a t i s f i e s  t h e  s t r o n g  e n e r g y  c o n d i -  

t i o n s .  
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1, I n t r o d u c t i o n  

~ o t i v a t i o r i  --------- 
Prom t h e  b e g i n n i n g  o f  the t h e o r y  ' o f  G e n e r a i  R e l a t i v i t y  

t h e r e  h a s  b e e n  a  s u s t a i n e d  s e a r c h  f o r  new e x a c t  s o l u t i o n s  of t n e  

  in stein f i e l d  e q u a t i o n s  

The s o l u t i o n s  of (1.1) which a r e  o f  t h e  mos t  i n t e r e s t  a r e  t h e  

e x a c t  s o l u t i o n s  i. e, s o l u t i o n s  which s a t i s l y  ( 1.1) t o g e t h e r  wi th  

a p p r o p r i a t e  s i d e  c o n d i t i o n s ,  T k  s i d e  c o n d i t i o n s  w i l l  g e n e r a l l y  

r e f l e c t  p r o p e r t i e s  of p h y s i c a l  s i t u a t i o n s  which we wish  t o  model 

(bouuda ry  c o n d i t i o n s ,  e n e r g y  c o n d i t i o n s )  - T h e  s y s t e m  (1.1 ) i s  a  

q u a s i l i n e a r ,  c o u p l e d  s y s t e m  of t e n  s e c o n d  o r d e r  p a r t r a l  d i f f e r -  

ell t i a l  e q u a t i o n s  f o r  t e n  unknown f u n c t i o n s  g9 o f  f o u r  v a r i a b l e s .  

Adding t o  t h e  c o m p l e x i t y  o f  (1.1) is  t h e  f a c t  t h a t  t h e  g l o k a l  

t o p o l o g y  of s p a c e - t i m e  i s  unknown h e n c e  t h e  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  

are a r b i t r a r y .  .The  q u e s t i o n  o f  w h a t  b o u n d a r y  c o n d i t i o n s  t o  u s e  

i s  still  n o t  c o m p l e t e l y  r e s o l v e d ,  I f  u e  u i s t  t h e  e x a c t  s o l u -  

t i o n s  t o  h a v e  r e a s o n a b l e  p h y s i c a l  i n t e r p r e t a t i o n s  t h e n  we n u s t  

a r r a n g e  t h a t  TG,  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r ,  s a t i s f i e s  c e r t a i n  

c o n d i t i o n s .  I f  Tij d e s c r i b e s  m a c r o s c o p i c  m a t t e r  w i t h  p h y s i c a l l y  

p l a u s i b l e  p r o p e r t i e s  s u c h  a s  e v e r y w h e r e  n o q n e g a t i v e  e n e r g y  

1  



d e n s i t y ,  n o n s p a c e l i k e  molcentum t r a n s f  ers, a n d  p r e s s u r e s  r a t h e r  

t h a n  t e n s i o n s ,  t h e n  t h e  d i f f i c u l t i e s  p o s e d  b y  t h e  s y s t e m  (1.1) 

become e n o r m o u s .  The n o n l i n e a r i t y  o f  t h e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n s  (1.1)  i s  t h e  mos t  v e x i n g  f e a t u r e  f r o m  a  m a t h e m a t i c a l  

v i e w p o i n t .  

A s  d i s c u s s e d  i n  S y n g e  [ 1 ; p 1 8 4 ]  t h e r e  is a v a r i e t y  of ap- 

p r o a c h e s  t h a t  may be  a d o p t e d  when l o o k i n g  f o r  s o l u t i o n s  o f  

(1 . 1)  . S y s t e m s  o f  e q u a t i o n s  (1.1)  may be c l a s s i f i e d  i n t o  t w o  

t y p e s  d e p e n d i n g  u p o n  t h e  n a t u r e  of t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r ,  

Wherever  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  is  z e r o  t h e  s y s t e m  (1.1) de-  

s c r i b e s  a vacuum s p a c e - t i m e .  F o r  t h i s  case t h e  e q u a t i o n s  (1.1) 

r e d u c e  t o  

w h e r e  R i j  is  t h e  Ricci t e n s o r .  T h e  vacuum f i e l d  e q u a t i o n s  h a v e  

b e e n  e x t e n s i v e l y  s t u d i e d  a n d  i n  many s p e c i a l  cases t h e  s o l u t i o n s  

o f  (1.2) a re  c o m p l e t e l y  known [ 2  1. 

When t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  i s  n o n z e r o  t h e  s y s t e m  (1.1) 

d e s c r i b e s  a  r e g i o n  of s p a c e - t i m e  which  is a body i n  t h e  s e n s e  

u s e d  by Das 1 3 1 .  I n  t h i s  case w e  w i l l  s a y  t h a t  t h e  e q u a t i o n s  

(1.1)  d e s c r i b e  an  i n t e r i o r  s p a c e - t i m e .  T h e  i n t e r i o r  f i e l d  equa- 

1 t i o n s  h a v e  b e e n  s t u d i e d  m a i n l y  f o r  t h e  s i m p l e s t  m o d e l s  o f  macro-  

s c o p i c  matter i.e. d u s t ,  p e r f e c t  f l u i d s ,  wave f i e l d s ,  a n d  o t h e r  

i d e a l i z e d  e q u a t i o n s  of  s ta te .  A s  a c o n s e q u e n c e  of t h e s e  s i m p l i -  

f i c a t i o n s  t h e r e  a r e  n o  r e a l i s t i c  e x a c t  s o l u t i c n s  of t h e  i n t e r i o r  



f i e l d  e q u a t i o n s  f o r  i n t e r e s t i n g  s i m p l e  a s t r o n o m i c a l  s i t u a t i o n s  

s u c h  a s  r o t a t i n g  s t a r s ,  n o n s p h e r i c a l  s t a r s  a n d  m u l t i b o d y  s y s -  

tems. T h e  i n t e r i o r  f i e l d  e q u a t i o n s  w i l l  b e  t h e  e x c l u s i v e  

f o c u s  o f  o u r  a t t e n t i c n  i n  t h e  p a g e s  t o  f o l l o w .  

I n  t h i s  t h e s i s  o u r  p r i n c i p a l  o b j e c t i v e  is t o  write a n d ,  i f  

p o s s i b l e ,  s o l v e  t h e  s y s t e m  of  e q u a t i o n s  

w h e r e  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  i s  ' l a l g e b r a i c a l l y  g e n e r a l " ,  Gle 

w i l l  i m p o s e  c e r t a i n  c o n d i t i o n s  w h i c h  g u a r a n t e e  t h a t  t h e  s o l u -  

t i o n s  we w i l l  f i n d  a re  p h y s i c a l l y  r e a s o n a b l e .  I n  p u r s u i t  o f  

t h i s  o b j e c t i v e  we w i l l  f i n d  it n e c e s s a r y  t o  d e v e l o p  i n  d e t a i l  a 

method o f  s o l v i n g  (1 .3 ) .  The method w h i c h  we w i l l  u s e  is de- 

r i v e d  f r o m  t h e  w o r k s  o f  Sygne  [ 1 ; p 1 8 4 ]  a n d  P e t r o v  [ 4;  p323).  T h e  

s e l e c t i o n  o f  t h i s  method w i l l  be s e e n  t o  be c o n s i s t e n t  w i t h  o u r  

g o a l s  o f  g e n e r a l i t y  a n d  r e a l i t y  i m p l i e d  p r e v i o u s l y .  T h e  p r o c e s s  

o f  f i n d i n g  a m e t h o d o l o g y  i s  a  l o n g  a n d  d i f f i c u l t  one .  The re- 

c e n t  book  by B u c h d a h l  [ S ]  p r e s e n t s  many of t h e  p e r p l e x i t i e s  

w h i c h  were e n c o u n t e r e d  i c  f o r m u l a t i n g  o u r  method.  

n a t q o a o l o s y  

T h e  method  w h i c h  we s h a l l  u s e  i s  a c o m p r o m i s e  b e t w e e n  two 

m e t h o d s  o u t l i n e d  b y  S y g n e  c o u p l e d  w i t h  a n  a l g e b r a i c  c l a s s i f i c a -  

t i o n  o f  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r .  I n  t h e  f irst  o f  t h e s e  two me- 

t h o d s ,  t h e  flT-method", o n e  p r o c e e d s  by c h o o s i n g  a c o o r d i n a t e  



s y s t e m  a n d  t h e n  specifying t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r .  Tg , as  a 

s e t  o f  t e n  f u n c t i o n s .  I n  t h i s  a p p r o a c h  t h e  s y s t d m  (1.3) i s  

v iewed  a s  a d i f f i c u l t  s y s t e m  of p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s .  

The T-method c a n n o t  c o m ~ l e t e l y  s a t i s f y  o u r  demand o f  p h y s i c a l  

r e a l i t y  i n  t h e  f u l l e s t  s e n s e ,  a s  a s o l u t i o n  f o u n d  i n  t h i s  n a n n e r  

is  q u i t e  u n l i k e l y  t o  bear a n y  r e s e m b l a n c e  t o  t h e  matter  d i s t r i -  

b u t i o n  t o  b e  m o d e l l e d  when t h e  p r o b l e m  was f i rs t  f o r m u l a t e d ,  

The d i f f i c u l t y  i n  s p e c i f y i n g  t h e  @ @ s o u r c e f @  stems d i r e c t l y  

froni t h e  f a c t  t h a t  G e n e r a l  R e i a t i v l t p  i s  a Z i e l d  t h e o r y  i n  whlcb 

t h e  r o l e  of  f i e l d  v a r i a b l e s  is p l a y e d  by  t h e  s e t r i c  t e n s o r .  The 

m t r i n s i c  l i n k a g e  b e t w e e n  t h e  g e o m e t r y  o f  s p a c e - t i m e  a n d  t h e  

m a t t e r - e n e r g y  d i s t r i b u t i o n  e x p r e s s e d  i n  (1.3) rules o u t  a n g  

p r i o r i  n o t i o n  o f  " d i s t a n c e w  I n  s p a c e - t i m e .  T h i s  a b s e n c e  o f  

@ @ d i s t a n c e t @  p r e v e n t s  o n e  f r o m  a s c r i b i n g  a  p h y s i c a l  i n t e r p r e t a t i o n  

o f  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  b e f o r e  t h e  metric t e n s o r  is f o u n d  

f r o m  ( 1 , 3 ) ,  T h i s  p r o b l e m  h a s  u s u a l l y  b e e n  a v o i d e d  b y  a s s u n i n g  

t h a t  t h e  z e t r i c  is  @ @ a l m o s t  f l a t 1 @  i,e. p r e s s u r e s  a n d  d e n s i t i e s  

are  n o n r e l a t i v i s t i c ,  T h e  r e a s o n  f o r  t h i s  h y p o t h e s i s  1s  t h a t  

w i t h  it' we c a n  s p e c i f y  t h e  g e o m e t r i c a l  d i s t r i b u t i o n  o f  m a t t e r  

b e f o r e  we h a v e  s o l v e d  (1 .3 ) .  I n  t h e  p r e s e n c e  o f  e x t r e m e  p r e s -  -- 
sures a n d  d e n s i t i e s  t h i s  a s s u m p t i o n  c a n n o t  be u s e d ,  

The s e c o n d  method ,  t h e  mg-method@t,  s i m p l y  r e q u i r e s  o n e  t o  

p r e s c r i b e  t e n  s u f f i c i e n t l y  smooth  f u n c t i o n s  gg a s  t h e  metric 

t e n s o r  p r o v i d e d  t h a t  t h e  c o r r e c t  s i g n a t u r e  is  m a i n t a i n e d  s v e r y -  

where, I n  t h i s  a p p r o a c h  t h e  e q u a t i o n s  (1.3) a r e  r e g a r d e d  a s  de- 

f i ~ i t i o n s  of t h e  c o m p o ~ e n t s  o f  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r ,  Ihe 

4 



g-method i s  u n s a t i s f a c t o r y  s i n c e  t h e  c a l c u l a t e d  s t r e s s - e n e r g y  

t e n s o r  is u n l i k e l y  t o  h a v e  p h y s i c a l l y  r e a s o n a b l e  p r o p e r t i e s .  

The h e a r t  o f  t h e  d i f f i c u l t i e s  i n  t h e s e  t w o  a p p r o a c h e s  l i e s  

i n  t h e  u n c e r t a i n  r o l e  o f  t h e  c o c r c i i n a t e s  w i t h  w h i c h  w e  s p e c i f y  

e i t h e r  t h e  g e o m e t r y  of s p a c e - t i m e  o r  t h e  m a t t e r - e n e r g y  d i s t r i b u -  

t i o n .  M a t h e m a t i c a l l y ,  t h e  c o o r d i n a t e s  s e r v e  a s  a  se t  o f  m a r k e r s  

o f  e v e n t s  i n  s p a c e - t i m e .  C e n t r a l  t o  a n y  p r o c e s s  of p h y s i c a l l y  

i n t e r p r e t i n g  t h e  e q u a t i o n s  (1.1) i s  t h e  c o n c e p t  o f  a l o c a l  f r a m e  

o f  r e f e r e n c e .  The  n a t u r a l  l a n g u a g e  t o  e x p r e s s  t h e  p h y s i c a l  con-  

t e n t  o f  t h e  f i e l d  e q u a t i o n s  i s  t h a t  o f  t h e  t e t r a d  c a l c u l u s .  A 

c h o i c e  o f  l o c a l  r e f e r e n c e  frame i s  a  p h y s i c a l  o n e  a n d  i s  u s u a l l y  

a d a p t e d  t o  t h e  p r o b l e m  a t  hand.  I n  p r i n c i p l e ,  t h e  t e t r a d  com- 

p o n e n t s  o f  t h e  t e n s o r s  w h i c h  a p p e a r  i n  (1.1) a r e  s u s c e p t i b l e  t o  

p h y s i c a l  m e a s u r e m e n t .  F o r  t h e  i n t e r i o r  f i e l d  e q u a t i o n s  w e  w i l l  

see t h a t  t h e  b e s t  l o c a l  r e f e r e n c e  f r a m e  i s  o n e  w h i c h  c o n t a i n s  

t h e  e i g e n v e c t o r s  o f  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r .  We w i l l  c a l l  a n y  

s u c h  l o c a l  r e f e r e n c e  frame t h e  n a t u r a l  f r a m e  o f  Tq. 

T h e s e  c o n s i d e r a t i o n s  l e a d  u s  t o  w o n d e r  i f  a h y b r i d  method ,  

which  c o m b i n e s  t h e  a d v a n t a g e s  o f  t h e  T-method a n d  t h e  g-method 

a n d  is e x p r e s s e d  i n  t h e  t e t r a d  c a l c u l u s ,  m i g h t  a l l o w  some p r o -  

g r e s s  t o w a r d s  o u r  g o a l s .  We w i l l  c a l l  t h i s  h y b r i d  method  t h e  

"mixed methodw.  

The mixed  method a l l o w s  u s  t o  s p e c i f y  t h e  a l g e b r a i c / r e l a t i -  

v i s t i c  s t r u c t u r e  o f  t h e  p h y s i c a l  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  TAB w i t h  

r e s p e c t  t o  t h e  f l a t  metric t e n s o r  . N a t u r a l l y  w e  w i l l  f i n d  

t h a t  when t h e  t e t r a d  i s  t h e  f f g e n e r a l i z e d  e i g e n t e t r a d "  o f  TCIe 



t h e n  t h e  c ~ r r e s p o n d i n g  t e t r a d  f i e l d  e q u a t i o n s  w i l l  a s sume  t h e i r  

s i m p l e s t  form. F u r t h e r  s i m p l i f y i n g  h y p o t h e s e s  may be made be- 

f o r e  we p a r t i t i o n  t h e  t e t r a d  f i e l d  e q u a t i o n s  f o r  a  nonempty 

space - t ime :  

With r e s p e c t  t o  i t s  g e n e r a l i z e d  e i g e c t e t r a d ,  t h e  p h y s i c a l  

components  of  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  a r e  e i t h e r  c o n s t a n t ,  hav- 

i n g  v a l u e s  z e r o  or o n e ,  o r  t h e y  a r e  n o n t r i v i a l  s c a l a r  f u n c t i o n s  

of p o s i t i o n .  It u i l l  be  s e e n  i n  t h e  t h i r a  c h a p t e r  t h a t  t h e r e  

a r e  a t  mos t  sour  n o n c o n s t a n t  p h y s i c a l  c o m p o n e n t s  ( r e l a t e d  t o  t h e  

f o u r  e i g e n v a l u e s )  of T We can  p a r t i t i o n  (1.4) i n t o  two sub-  

systems u s i n g  as  a  c r i t e r i o n  t h e  n a t u r e  o f  t h e  componeuts  of !$& 

The s u b s y s t e m  c o r r e s p o n d i n g  t o  t r i v i a l  ( z e r o  o r  o n e )  c o n p o n e n t s  

w i l l  y i e l d  a  s y s t e m  o f  ~ a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  which ue  

u i l l  a t t e m p t  t o  s o l v e .  The s u b s y s t e m  c o r r e s p o n d i n g  t o  n o n t r i v i -  

a l  components  o f  Tm w i l l  b e  viewed a s  a  s e t  of d e f i n i t i o n s  o f  

t h e s e  components ,  F o r  t h e  d e f i n e d  components  of t h e  s t r e s s - e n -  

e r g y  t e n s o r  t o  b e  p h y s i c a l l y  r e a s o n a b l e  we m u s t  i m p o s e  a  s e t  o f  

d i f f e r e n t i a l  i n e q u a l i t i e s ,  These  d i f f e r e n t i a l  i n e q u a l i t i e s  m i l l  

l o r c e  t h e  s o l u t i o n s  f o u n d  by t h e  mixed method t o  s a t i s f y  t h e  

s t r o n g  e n e r g y  c o n d i t i o n s  [6;p88].  A l though  a n y  o f  t h e  eI iergy 

c o c d i t i o n s  c o u l d  b e  imposed  on t h e  s o l u t i o n s  i n  t h i s  manner,  

t h e r e  is no g u a r a n t e e  t h a t  t h e  m a t t e r - e n e r g y  d i s t r i b u t i o n  c o r r e -  

spond ing  t o  TRg is r e a l i z e d  i n  n a t u r e .  



I n  t h i s  t h e s i s  we h a v e  n o t  i m p o s e d  a n  e q u a t i o n  o f  s t a t e  i n  

f i n d i n g  t h e  new i n t e r i o r  s o l u t i c n ,  An e q u a t i o n  o f  s t a t e  may b e  

a d j o i n e d  t o  t h e  I t r e d u c e d M  s y s t e m  of  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a -  

t i o n s  w h i c h  w e  a t t e m p t  t o  s o l v e  i n  t h e  m i x e d  method ,  If t h e  

e q u a t i o n  o f  s t a t e  i s  a n o n l i n e a r  r e l a t i o n  b e t w e e n  t h e  e n e r g y  

d e n s i t y  a n d  t h e  p r i n c i ~ a l  stresses t h e n  t h e  r e s u l t i n g  s y s t e m  o f  

p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  b e c o m e s  e x t r e m e l y  c o m p l i c a t e d ,  

The e q u a t i o n s  of s t a t e  u s u a l l y  i m p o s e d  i n  G e n e r a l  R e l a t i v i t y  a r e  

s i m p l e  l i n e a r  e q u a t i o n s  a s  a r e s u l t  of t h i s  p r o b l e m .  

D e s c r i p t i o n  of g e ~ u l t s  

T h e  s e c o n d  c h a p t e r  c o n t a i n s  m o s t  of t h e  m a t h e m a t i c a l  back- 

g r o u n d  n e c e s s a r y  t o  d e v e l o p  a n d  e m p l o y  t h e  mixed  method o u t l i n e d  

above.  Some p a r t s  o f  t h e  t h e o r y  of d i f f e r e n t i a l  m a n i f o l d s  a r e  

d e v e l o p e d  i n  m o r e  d e t a i l  t h a n  we e m p l o y ;  t h i s  was d o n e  w i t h  a 

v i e w  t o  f u r t h e r  work b a s e d  o n  t h e  r e s u l t s  of t h i s  t h e s i s .  The 

t e n s o r  c a l c u l u s  i s  d e s c r i b e d  i n  t h i s  a b s t r a c t  s e t t i n g .  I n  o r d e r  

t h a t  o n e  may f r e e l y  u s e  a n y  n o t a t i o n  s y s t e m  f o r  t h e  t e n s o r  cal-  

c u l u s  o r  t h e  t e t r a d  c a l c u l u s ,  a n  a p p e n d i x  t o  t h i s  c h a p t e r  i s  

g i v e n  w h i c h  p r o v i d e s  a s c h e m e  f c r  c o n v e r t i n g  t e n s o r  e q u a t i o n s  

f r o m  o n e  n o t a t i o n  s y s t e m  t o  a n o t h e r .  

T h e  t h i r d  c h a p t e r  c o n t a i n s  t h e  a l g e b r a i c  t o o l s  n e c e s s a r y  t o  

c l a s s i f y  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r .  S e v e r a l  d e f i n i t i o n s  from 

l i n e a r  a l g e b r a  are g e n e r a l i z e d  t o  o u r  n e e d s .  S e v e r a l  c o n d i t i o n s  

a r e  f o u n d  o n  t h e  s e c u l a r  e q u a t i o n  o f  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  

which f o r c e  t h e  e x i s t e n c e  o f  f o u r  r e a l  e i g e n v a l u e s  a t  a p o i n t  i n  



s p a c e - t i m e .  A s h o r t  summary o f  t h e  S e g r e  c h a r a c t e r i s t i c  a n d  t h e  

p l e b a n s k i  c l a s s i f i c a t i o n  o f  t h e  stress- e n e r g y  t e n s o r  c o m p l e t e s  

d e s c r i p t i o n  of t h e  mixed method.  T h e  v v P r i n c i p a l  Axestv t h e o r e m  

f o r  c l a s s i f y i n g  a  s e c o n d  r a n k  s y m m e t r i c  t e n s o r  w i t h  r e s p e c t  t o  

a n  i n d e f i n i t e  metric c o n c l u d e s  t h i s  c h a p t e r ,  

T h e  f o u r t h  c h a p t e r  i s  a  c o l l e c t i o n  o f  t h r e e  known e x a c t  s o -  

l u t i o n s  w h i c h  h a v e  b e e n  t r e a t e d  b y  a s p e c i a l i z a t i o n  o f  t h e  mixed 

method. T h e  s p e c i a l i z a t i o n  o f  t h e  mixed  method  which we u s e  is 

t o  r e q u i r e  t h a t  t h e  g e n e r a l i z e d  e i g e n t e t r a d  i s  a l i g n e d  w i t h  t h e  

c o o r d i n a t e  t e t r a d .  T h e s e  e x a m p l e s  i l l u s t r a t e  t h e  a p p l i c a t i o n  of 

t h e  mixed  m e t h o d  o n  s i m p l e  s o l u t i o n s .  O t h e r  s o l u t i o n s  h a v e  a l s o  

b e e n  u s e d  t o  t e s t  t h e  t e t r a d  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  e q u a t i o n s  (1.1) 

b u t  t h e s e  h a v e  n o t  b e e n  i n c l u d e d  s i n c e  t h e y  d o  n o t  s a t i s f y  t h e  

a l i g n m e n t  h y p o t h e s i s .  

I n  t h e  f i f t h  c h a p t e r  t h e  new e x a c t  s o l u t i o n  which w e  f i n d  

is p r e s e n t e d .  A new f a m i l y  o f  i n t e r i o r  s o l u t i o n s  f o r  s t r e s s - e n -  

e r g y  t e n s o r s  of S e g r e  c lass  [ 11 l , 1 ]  i s  f o u n d  a n d  s e v e r a l  p a r a -  

metric s u b f a m i l i e s  a r e  shown t o  s a t i s f y  t h e  s t r o n g  e n e r g y  c o n d i -  

t i o n s .  I n  v i e w  o f  t h e  c o m p l e x i t y  o f  t h e  s o l u t i o n ,  a d e q u a t e  de- 

s c r i p t i o n  of a  p o s s i b l e  p h y s i c a l  s o u r c e  a p p e a r s  d i f f i c u l t .  A 

s e c o n d  f a m i l y  of new s o l u t i o n s  i s  a l s o  f o u n d  b u t  t h e s e  a r e  e v e n  

more c o m p l e x  a n d  h a v e  n o t  b e e n  a n a l y z e d  i n  d e t a i l .  B o t h  f a m i -  

l i e s  o f  s o l u t i o n s  are  f o u n d  v i a  t h e  mixed method  u n d e r  t h e  s i m -  

p l i f y i n g  h y p o t h e s i s  t h a t  t h e  g e n e r a l i z e d  e i g e n t e t r a d  is  a l i g n e d  

w i t h  t h e  c o o r d i n a t e  t e t r a d .  Scue  o f  t h e  more  l e n g t h y  c a l c u l a -  

t i o n s  w h i c h  w o u l d  o n l y  o b s c u r e  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  mixed 



method a r e  o m i t t e d .  

p o s s i b i l i t i e s  f o r  F u r t h e r  B e s e a r c h  _----- -- - - - -  - - -  
T h e r e  a r e  many d i r e c t i o n s  i n  which f u r t h e r  work b a s e d  on  

t h i s  t h e s l s  c o u l d  p roceed ,  The mixed method c o u l d  be e x t e n d e d  

a s  a l l g e n e r a l i z a t i o n n  o f  t h e  Geroch-Held-Penrose  f o r m a l i s m  [ 2 1. 

The G-H.P.  f o r m a l i s m  is a p o w e r f u l  t o o l  which  h a s  been u s e d  p r i -  

m a r i l y  t o  i n v e s t i g a t e  t h e  vacuum f i e l d  equations. The u s e  o f  

t h e  g e n e r a l i z e d  e i g e n t e t r a d  f o r  t h e  S e g r e  c l a s s  [11,2] and  i t s  

a l g e b r a i c  d e g e n e r a c i e s  F S O ~ U C ~ S  t h e  same t e t r a d  f i e l d  e q u a t i o n s  

i n  t h e  mixed method as  t h e  G - H - P .  f o r m a l i s s l ,  However, t h e  

G.H.P. f o r m a l i s m  u s e s  a t e t r a d  c o n s i s t i n g  of  t w o  n u l l  and  two 

s p a c e l i k e  v e c t o r s  f o r  t h e  S e g r e  c l a s s  [I11 ,I] and  its a l g e k r a i c  

d e g e r e r a c i e s .  The mixed method u s e s  a  t e t r a d  of e i g e n v e c t c r s  

f o r  t h e  S e g r e  class [ 11 1,1] none of which c a n  b e  n u l l .  I t  seems 

t o  u s  t h a t  t h e  mixed method c a n  l e a d  t o  a  u s e f u l  e x t e n s i o n  o f  

t n i s  f o r m a l i s m  f o r  t h e  i n v e s t i g a t i o n  o f  t h e  i n t e r i o r  f i e l d  equa- 

t i o n s .  

To d e v e l o p  a  s cheme  f o r  s e a r c h i n g  f o r  i n t e r i o r  and  vacuum 

s o l u t i o n s  s i m u l t a n e o u s l y  it w i l l  be n e c e s s a r y  t o  c a r e f u l l y  s t u d y  

t h e  i n t e r f a c e  (bounda ry )  be tween  t h e  r e g i o n s  of s p a c e - t i m e  where 

t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  is z e r o  o r  n o t ,  T h i s  is  t h e  r e a s o n  f o r  

the d e t a i l e d  d i s c u s s i o n  o f  p i e c e w i s e  d i f f e r e n t i a b l e  maps i n  t h e  

s e c o n d  c h a p t e r ,  The s p e c i f i c a t i o n  o f  just where  t h i s  i n t e r • ’  a c e  

o c c u r s  i n  p h y s i c a l  terms w i l l  e n t a i l  a  careful  e x a m i n a t i o n  o f  

t h e  I f h y p e r s u r f  aces o f  d i s c o n t i n u i t y ( l  o f  p h y s i c a l  q u a n t i t i e s .  



p e r h a p s  o n e  way t o  f i n d  t h i s  i n t e r f a c e  is b y  e x a m i n i n g  t h e  hy- 

p e r s u r f a c e s  a c r o s s  w h i c h  t h e  S e g r e  c l a s s  of t h e  s t r e s s - e n e r g y  

t e n s o r  c h a n g e s ,  A s t u d y  i n  t h i s  d i r e c t i o n  o f  t h e  h y p e r s u r f a c e s  

w n e r e  t h e  P e t r o v  t y p e  o f  t h e  Weyl t e n s o r  c h a n g e s  h a s  b e e n  c a r -  

r i e d  o u t  by Case [ 7 ] .  

A n o t h e r  way i n  w h i c h  we may p o s s i b l y  e x t e n d  t h e  results of 

t h e  f i f t h  z h a p t e r  is b y  e x t e n s i v e l y  s t u d y i n g  t u e  p a r t i a l  d i f f e r -  

en  t i a l  e q u a t i o n  

where  F ( x , y )  is a n  a r b i t r a r y  f u n c t i o n  of c l a s s  CJ, T h i s  equa-  

t i o n  i s  f o u n d  t o  h a v e  s o l u t i o n s  f o r  a v e r y  s p e c i a l  c h o i c e  of  

P ( x , y )  . The  g e n e r a l  s o l u t i o n  i s  unkovn  e v e n  f o r  s i m p l e  c h o i c e s  

of F(~,Y) - 
A i l  o f  t h e  work i n  t h e  l a s t  t w o  c h a p t e r s  i s  a c o n s e q u e n c e  

o f  t h e  s i i n p l i f  y i n g  h y p o t h e s i s  t h a t  t h e  g e n e r a l i z e d  e i g e n t e  t r a d  

o f  T R B  i s  a l i g n e d  w i t h  t h e  c o o r d i n a t e  t e t r a d .  I n  t h e s e  cases we 

a l w a y s  u s e d  o r t h o g o n a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m s .  O t h e r  r e l a t i v e  o r -  

i e n t a t i o n s  i n t r o a u c e d  b y  u s i n g  n o n o r t h o g o n a l  c o o r d i n a t e s  of  

t h e s e  two t e t r a d s  w i l l  ~ r o d u c e  s y s t e m s  o f  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  

e q u a t i o n s  o f  g r e a t  c o m p l e x i t y ,  h o k e v e r  s o l . u t i o n s  o f  t h e s e  s y s -  

tems may more a c c u r a t e l y  mode l  r e a l i s t i c  p h y s i c a l  m a t t e r  d i s t r i -  

b u t  i o n s .  

T h e  p r o c e s s  of  c o m p l e t i n g  t h e  g e n e r a i i a e d  e i g e n t e t r a d  when 

t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  h a s  less t h a n  f o u r  real  e i g e n v e c t o r s  

10 



c o u l d  b e  v a r i e d  s o  t h a t  s p e c i a l  v e c t o r s  s u c h  a s  K i l l i n g  v e c t o r s ,  

r e c u r r e n t  v e c t o r s ,  o r  o t h e r  s p e c i a l  v e c t o r s  a re  i n c o r p o r a t e d .  

Even i n  t h e  cases w h e r e  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  h a s  a  p r o p e r  

e i g e n t e t r a d  t h e r e  may b e  some i n d e t e r m i n a c y  d u e  t o  r e p e a t e d  

e i g e n v a  l u e s .  

F i n a l l y ,  t h e  g e n e r a l i z e d  e i g e n t e t r a d s  of t h e  s t r e s s - e n e r g y  

t e n s o r  s h o u l d  b e  o f  u s e  i n  c o m p u t i n g  g l o b a l  t o p o l o g i c a l  i n v a r -  

i a n t s  o f  s p a c e - t i m e .  I n v a r i a n t s  s u c h  a s  t h e  C h e r n  c l a s s  h a v e  

b e e n  t h e  s u b j e c t  of i n t e n s i v e  r e s e a r c h  i n  t h e o r e t i c a l  p h y s i c s  

r e c e n t l y .  T h e  c a n o n i c a l  f o r m  o f  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  w i t h  

r e s p e c t  t o  its g e n e r a l i z e d  e i g e n t e t r a d  c o u l d  s i m p l i f y  t h e  compu- 

t a t i o n  o f  t h e s e  i n v a r i a n t s .  T h e s e  s i m p l i f i c a t i o n s  s h o u l d  l e a d  

t o  a  d e e p e r  u n d e r s t a n d i n g  o f  j u s t  wha t  p h y s i c a l  s i g n i f i c a n c e  

t h e s e  i n v a r i a n t s  are  a n d  wha t  r o l e  t h e y  c o u l d  p l a y  i n  t h e  s e a r c h  

f o r  a  u n i f i c a t i o n  b e t w e e n  Quan tum P h y s i c s  a n d  a n d  G e n e r a l  Re la -  

t i v i t y .  



I . D i f f e r e n t i a l  fianif olds, T e n s o r  C a l c u l u s ,  and  t h e  Tetrad 

~ a l c u l ~ s  

  if f e r e n t i a l  B a n i f o l d s  
_---I-- -- 

I n  o r d e r  t o  f o r m u l a t e  t h e  r i a t h e m a t i c a l  s t r u c t u r e s  whicn a r e  

u sed  t o  model s p a c e - t i m e  i n  G e n e r a l  R e l a t i w i t y ,  a  condensed  ex- 

p o s i t i o n  of t e r m i n o l o g y ,  n o t a t i o n ,  a n d  c o n v e n t i o n s  is  r e q u i r e d .  

T h e  main a n a l y t i c a l  t o o l s  we s h a l l  u s e  a re  t h e  t e n s o r  c a l c u l u s  

on  m a n i f o l d s  and  t h e  t e t r a d  c a l c u l u s .  A s m a l l  backgror lnd of ab- 

s t r a c t  m a n i f o l d  t h e o r y  and  t h e  t h e o r y  o f  f i b r e  b u n d l e s  is re- 

q u i r e d  t o  p l a c e  t h e s e  t o o l s  i n  a  u n i f i e d  c o n t e x t .  

A n - d i m e n s i o n a l  t o ~ o l o q i c a l  m a n i f o l d  i s  d e f i n e d  a s  a  s epa r -  

a b l e  H a u s d o r f f  t o p o l o g i c a l  s p a c e  N s u c h  t h a t  e v e r y  p o i n t  i n  I5 

h a s  a n  open n e i g h b o u r n o c d  which i s  homeomorphic  t o  a n  open  sub-,  

s e t  of P," (we assume t h a t  R h a s  t h e  u s u a l  t o p o l o g y  i n d u c e d  by t5e 

E u c l i d e a n  metric). A n - d i m e n s i o n a l  c o o r d i n a t e  c_har t  QQ , ab-  

b r e v i a t e d  t o  l l n - c o o r d i ~ a t e  c h a r t t 1 ,  i s  a p a i r  ( U , u )  whe re  U is a n  

open  s u b s e t  o f  I4 a n d  u is a  homeomorphism of U o n t o  a n  open  sub- 

s e t  o f  R". F o r  any n - c o o r d i n a t e  c n a r t  (U,u) o n  i4 and  f o r  e a c h  i, 

l s i l n ,  d e f i n e  t h e  &.=&k c o o r d i n a t e  f u n c t i o n  qf LI, xk, s o  t h a t  

x: : U--- > R  is g i v e n  by 



Bere t h e  i - t h  c a n o n i c a l  p r o j e c t i o n  o f  R o n t o  R i s  deno ted  fy 

Pr i  . 
I n  g e n e r a l ,  n - d i m e n s i o n a l  t o p o l o g i c a l  m a n i f o l d s  c a n n o t  b e  

g l o b a l l y  c o o r d i n a t i z e d  by t h e  u s e  of a s i n g l e  n - c o o r d i n a t e  

c h a r t .  S i m p l e  e x a m p l e s  o f  t h i s  p o i n t  a r e  t h e  s p h e r e s  s", n > l ,  

and  t h e  t o r i  !Cn, n22. I f  (U,u) a n d  (V,v) a r e  t u o  n - c o o r d i n a t e  

c h a r t s  on H t h e n  it is a r e a s o n a b l e  r e q u i r e m e n t  t h a t  t h e  c o o r -  

& n a t e s  o f  a  p o i n t  P  i n  UnV be  unchanged  I n  t h e  t r a n s i t i o n  f rom 

one  n - c o o r d i n a t e  c h a r t  t o  t h e  o t h e r ,  Two n - c o o r d i n a t e  c h a r t s  

( u , u )  and  (V,v) a r e  s a i d  t o  be ~ ~ - c o m ~ a t i b &  , r L O ,  i f  e i t h e r  

( a )  U n V  =8,  o r  

(b )  u n v  #a a n d  b o t h  o f  t h e  c o o r d i n a t e  t r a n s i t i o n  maps 

( 2 -  2 )  vo U-1 : u ( u ~ Y ) - - - > v  (unv) 

uov- 1 : V (UnV) --->u (UnV) 

a re  of  c l a s s  crwhen v i ewed  a s  maps f r o m  a n t o  R". The n o t i o n  o f  

c ' - c o m p a t i b i l i t y  is i l l u s t r a t e d  i n  F i g u r e  1. 

L e t  A b e  a n  a r b i t r a r y  set of  i n d i c e s .  A c o l l e c t i o n  

0 = {(Ua,u,):a i n  A )  

o: n - c o o r d i n a t e  c h a r t s  on H is c a l l e d  a  g c - s u b a t l a s  ~g g i f  

( a )  U :  a  i n  A) is a n  open c o v e r i n g  o f  H, 

(b)  f o r  e a c h  (a ,b )  i n  A x A  t h e  n - c o o r d i n a t e  c h a r t s  (U,,u,) and  

(Vb ,vb)  a r e  C' - c o m p a t i b l e .  

Two c ' - s u b a t l a s e s  0. a n d  B are ~ r 2 g u i v a l e n t  i f  Q d  6) i s  a  

c ' - suha t las .  It is  e a s y . t o  show t h a t  c ' -equiva lence  is  a n  



F i g u r e  1: An O v e r v i e w  of ~ ' - c o r n ~ a t i b i l i t ~  



e q u i v a l e n c e  r e l a t i o n  on t h e  c l a s s  o f  c ' - s u b a t l a s e s  o f  fi, Each 

c r - e q u i v a l e n c e  c l a s s  o f  c ' - s u b a t l a s e s  o f  H is p a r t i a l l y  o r d e r e d  

by i n c l u s i o n .  A maximal  elemerit i n  a c ' - equ iva l ence  c l a s s  o f  

c r - s u b a t l a s e s  on H is  c a l l e d  a f - ? t l a s  2~ g . By a  lemma of 

s p i v a k  [ 8 ] i t  c a n  b e  shcwn t h a t  e a c h  e q u i v a l e n c e  c lass  <Q) h a s  a  

un lgue  maximal  e l e g e n t  h e n c e  t h e r e  is a n  i n j e c t i v e  c o r r e s p o n -  

dence  be tween  c ' - equ iva l ence  c l a s s e s  <a) a n d  C' - a t l a s e s .  Each 

c r - e q u i v a l e n c e  c l a s s ,  <dl) , is c a l l e d  a  g i f i e r e n t i a b l e  structure 

or c l a s s  con 4. he a g r e e  t o  use t h e  u n i q u e  C' - a t l a s  t o  r e p r e -  - -- 
s e n t  any  p a r t i c u l a r  C f - d i f f e r e n t i a b l e  s t r u c t u r e  on  a. 

Each c ' - d i f l e r e n t i a b l e  s t r u c t u r e ,  r L 1 ,  i s  known t o  c o n t a i n  

a  d i f f e r e n t i a b l e  s t r u c t u r e  of c l a s s  cdO[9], E e s u l t s  o f  K e r v a i r e  

[ 1 0 1  and  Smale  [ 11 ] s h o u  t h a t  a  d i f f e r e n t i a b l e  s t r u c t u r e  o f  

class C o  d o e s  n o t  a l w a y s  c o r t a i n  a  C 1 - d i f z e r e n t i a b l e  s t ructure 

i f  t h e  d i m e n s i o n  o f  t h e  m a n i f o l d  M is g r e a t e r  t h a n  o r  e q u a l  t o  

r'our, To a v o i d  t h e s e  p r o b l e m s  we r e p l a c e  cr, rZ1  by caD a s  is 

done  i n  most  t e x t s  on d i f f e r e n t i a l  m a n i f o l d s  a n d  d i f f e r e n t i a l  

geometry.  

A n - d i n e n s i o n a l  d i f f e r e n t i a b l e  ga_gnf~&& 4 of class G'. rZ1. 

i s  a p a i r  (M, <a) ) wnere  M is a s e p a r a b l e ,  i l a u s d o r f f  n-dinen- 

s i o n a l  t o p o l o g i c a l  m a n i f o l d  and <a> is  a  d i f f e r e n t i a b l e  struc- 

t u r e  of c l a s s   on EI. When r = 0 ( M ,  <a) )- is  s i m p l y  c a l l e d  a 

t o ~ o l o q i c a l  ? a n i f o l d .  - 
We d e f i n e  a  cr - s u b a t l a s  Ch t o  b e  o r i e n t e d  i f  r 2 l  a n d  f o r  

e a c h  p a i r  ( a , b )  i n  AxA, t h e  J a c o b i a n  of the t r a n s i t i o n  map UOU-1 

is p o s i t i v e  w h e r e v e r  i t  is d e f i n e d ,  A d i f f e r e n t i a b l e  s t r u c t u r e  



<a) i s  o r i e n t e d  if e a c h  s u b a t l a s  i n ( & )  i s  o r i e n t e d  a n d  i f  t h e  

union of any  two s u b a t l a s e s  is a l s o  o r i e n t e a .  

Let fi b e  a n  in -d imens iona l  d i f f e r e n t i a b l e  m a n i f o l d  of c l a s s  

c', r l l ,  w i t h  c ' - a t l a s  

Q1 = { (Ua ,u, ) : a  i n  A ) ,  A a n  a r b i t r a r y  i n d e x  se t ,  

Let N b e  an n - d i m e n s i o n a l  d i f f e r e n t i a b l e  rnanif o l d  of c l a s s  cS, 

s l 1 ,  w i t h  ? - a t l a s  

@ = {(Vb ,vb ) : D i n  B ) ,  B an  a r b i t r a r y  i n d e x  s e t ,  

A c o n t i n u o u s  map F:h--->N is o f  c l a s s  cr 'where  klmin(m,n)  i f  f o r  

e a c h  p a i r -  ( a , b )  i n  AxB, t h e  c o o r d i n a t e  r e p r e s e n t a t i o n  of F 8  

N z&:u (u ,nPl  [vb]) - - ->  va. ( V ~ ~ P ( U , ) )  

de f  i c e d  by 

is i n  cK (B";R") , t h e  s p a c e  o f  f u n c t i o n s  o f  c lass  c K f r o m  a m i n t o  

R", F i g u r e  2 i l l u s t r a t e s  t h i s  d e f i n i t i o n .  Y e  s a y  t h a t  F i s  i n  

~ ' ( t l ; ~ )  t o  i n d i c a t e  t h a t  F is o f  c l a s s  c K r ' r o u  K i n t o  N ,  

A map F i n  c'(I;N) i s  c a l l e d  a  gu-d&f$eomorphism i f  the re  

is a  map F-1 i n  C Y N ; ; ~ )  s u c h  t h a t  

(a )  FoF-1 = i d e n t i t y  on N,  a n d  

(D F-10 F = i d e n t i t y  on d,  

S i n c e  t h e  p h y s i c a l  e n t i t i e s  o f  i n t e r e s t  i n  G e n e r a l  R e l a t i -  

vity may e x h i b i t  v a r i o u s  t y p e s  of  d i s c o n t i n u i t y  we w i l l  d e f i n e  

more g e n e r a l  s p a c e s  o f  maps which w i l l  f o r m a l i z e  t h e  t y p e s  o f  

d i s c o n t i n u i t y  which a r e  of i n t e r e s t ,  The f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n s  



F i g u r e  2:  The Coordinate R e p r e s e n t a t i o n  of a 
Funct ion  



are drawn f rom t h e  work cf Abraham [ 121. 

L e t  D b e  open i n  B", E b e  a s u b s e t  o f  B", and l e t  F:U--->L 

If 
m 

{g; : R - - - > R ,  i i n  I) 

is a f i n i t e  f a m i l y  of f u n c t i o n s  w i t h  e a c h  g i i n  C ~ ( R ~ ; R )  t h e n  f o r  

e a c h  i i n  I we d e f i n e  a p a r a m e t r i z e d  f a m i l y  of h y p e r s u r f a c ~ s  

s i  (c) ,  -C<c<E , where E > 0 ,  and 

S;(C) = g ~  l (c) - 
D e f i n e  F t o  b e  p i e c e v i s e  of class don 2 if a r d  o n l y  i f  

(a )  F is d e f i n e d  a n d  o f  c l a s s  C 6 i n  D-S, v h e r e  S  is a  f i n i t e  un- 

i o u  o f  c l o s e d  h y p e r s u r f  a c e s  Si(0) i n  D;and 

(b) t h e  p a r a m e t r i z e d  f a n ? i l y  of  f u n c t i o n s  F rSi(c) c o n v e r g e s  un i -  

f o r m l y  t o  a  bounded l i m i t  f u n c t i o n  on e a c h  Si(0) a s  c t e n d s  t o  

z e r o  t h r o u g h  b o t h  n e g a t i v e  and  p o s i t i v e  v a l u e s ,  The h y p e r s u r -  

f a c e s  Si(0) a r e  t h e  _ h y p e r s u r f a c e s  of d i s q g g t i ~ u i t y  of F, P o r  a  

f i x e d  

Pr t h e  s p a c e  o f  p i e c e w i s e  d m a p s  f rom D i n t o  .E i s  d e n o t e d  CS ( C ; E ) .  

I f  F is  i n  c P ( D ; E )  a n d  i s  a l s o  i n  c ~ ( D ; E )  w i t h  p<g we w r i t e  t h a t  

Given  a d i f f e r e n t i a b l e  manif o l d  ( M  , <a)) of class  crwe s a y  

t h a t  a  f u n c t i o n  F:K--->R is i n  C?$(H;R) i f  

( a )  p<q<r ,  

(b)  S is  a f i n i t e  u n i o n  o f  c l o s e d  h y p e r s u r f a c e s  S  i n  M v h e r e  

e a c h  S;= g ~ l ( 0 )  f o r  some g; i n  Cl(M;R),  

( c )  F  is i n  cP (M;R) , a n d  



(a)  f o r  e a c h  r n - c o a r d i n a t e  c h a r t  (Ub,u,) i n  h t h e  f u n c t i o n  

F*u,-1 : u,(U,)--->B 

0 is  i n  %,(R";R). The e x t e n s i o n  o f  t h i s  d e f i n i t i o n  t o  maps 

?:ti--->N where ( I ,  < )  is  a c ' -manifola  a n d  ( ~ ~ 4 6 ) )  i s  a 

cS-man i fo ld  i s  s t r a i g h t f o r w a r d .  Ye s a y  F i s  i n  c:?~(;N) i f  

(a )  p<q<min ( r ,  s) , 
(b)  S is a  u n i o n  o l  c l o s e d  h y p e r s u r f a c e s  S ;  i n  H where  

each S; = c q 1  ( 0 )  f o r  some g; i n  C 1  (H; R)  

(c) F is i n  C ' ( H ; N ) ,  a n d  

( d ) f o r  e a c h  p a i r  ( a ,b )  i n  A N B  t h e  c o o r d i n a t e  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  
A. 

F, Fbb d e f i n e d  i n  (2.3)  , is  i n  C"*(E~;B") .  
W) 

F i g u r e  3 i l l u s t r a t e s  t h i s  c o m p l i c a t e d  d e f i n i t i o n .  

T h e r e  a r e  s e v e r a l  e q u i v a l e n t  means o f  d e f i n i n g  t a n g e n t  

v e c t o r s  and  t h e  t a ~ g e n t  s p a c e  o n  a  d i f f  e r e u t i a l  m a n i f o l d  [ 13 1, 

[ 14 1, [ 151. D e f i n e  a  t a n q e n t  v e c t o r  o f  H a t  P t o  be a l i n e a r  

map Vp : C 1  (N;R)--->R s u c h  t h a t  

f o r  a l l  f , g  i n  C 1  ( H ; R )  . 
TpH = {V : V is a  t a n g e n t  v e c t o r )  i s  a  v e c t o r  s p a c e  o f  d imens ion  

e q u a l  t o  t h a t  o f  H. The  v e c t o r  s p a c e  TpH is  c a l l e d  t h e  t a n q e n t  

space to M at p . 
L e t  E, B,  F  b e  d i f f e r e n t i a l  m a n i f o l d s  o f  c l a s s  c K , k > l ,  re- 

s p e c t i v e l y  o f  d i m e n s i o n s  m+n, n,  m. L e t  )( be  a s u r j e c t i o n  i n  

c*(E;B) .  I f  {U1: a  i n  A ) is a n  open  c o v e r i n g  of B a n d  



F i g u r e  3: P i e c e w i s e  D i f f e r e n t i a b l e  Naps  on Hani- 
.folds 



@& : U,xF--->X-lC UJ 

i s  a  f a m i l y  o f  c K - d i f f e ~ m o r ~ h i s m s  s u c h  t h a t  

H o @ p ' , V )  = p 

f o r  a l l  P i n  U,, a nd  a l l  V i n  F, t h e n  t h e  s y s t e m  ((U,,+,) ) i s  a 

l o c a l  d e c o m p o s i t i o n  of 3 a n d  we s a y  t h a t  )( h a s  t h e  & c d  g r o d u c t  ---- -- --- 

p o v e r t y  w i t h  respect &g 2. S i n c e  @,is a c ' - d i f f e ~ n o r ~ h i s ~  

t h e r e  is  a  cK-map 

&:)I-'[UJ--->F 

s u c h  t h a t  

(%,A,) :%-'I Ua I--->U,F 

is  a  d i f f e o m o r p h i s u .  The  c"-map (it,(,) i s  c a l l e d  a  bpg&& c h a r t  

on g over Q6. The p a i r  (X, , ( , )  i s  a l s o  c a l l e d  a l o c a l  g r i v i a l i z a -  -- 
t i o n  of X over !a. Note  t h a t  i t  i s  i m p o r t a n t  got t o  c o n f u s e  a  --- 
l o c a l  d e c o m p o s i t i o n  o f  # w i t h  t h e  n o t a t  i o n a l l y  s i m i l i a r  c o n c e p t  

o f  a  s u b a t l a s  on B. 

A d i f f e r e n t i a b l e  f i b r e  b u n d l e  of class  is a  q u a d r u p l e  

[E,J[,B,F] i n  which  J[ h a s  t h e  l o c a l  p r o d u c t  p r o p e r t y  w i t h  r e s p e c t  

t o  F f o r  some open c o v e r i n g  (U,:a i n  A) of B, Ye s a y  t h a t  E is 

t h e  t o t a l  space , # is t h e  b u n d l e  g g p j g c t i o n ,  B i s  t h e  Dase  

s p a c e ,  and  F  is t h e  t y p i c a l  f i b r e .  F o r  each P i n  B, t h e  s e t  - 

ZP= #-f[ P I  is c a l l e d  t h e  t y ~ i c a l  f i b r e  o v e r  P. Ep c a n  b e  shown 

t o  be a  c l ~ s e d  s u b m a n i f c l d  embedded i n  E and  t h a t  E is  d i f -  

feoffiorphic t o  F  116 1. F i g u r e  4 i l l u s t r a t e s  some o f  t h e  f e a t u r e s  

o f  t h e  c o m p l i c a t e d  s t ruc tu re  o f  t h e  f i b r e  b u n d l e  d e f i n i t i o n .  

I f  U,nUb#@, a # b ,  t h e  t w o  l o c a l  t r i v i a l i z a t i o n s  of  X, (# ,A, )  

and  ( f , X b ) ,  may n o t  a g r e e  o n  K - l [ U , n U a .  F o r  a f i x e d  P i n  UbAUb 



Figure 4: F i b r e  B u n d l e  S t r u c t u r e  



t h e  maps A$p = Ael l+, and  AbP = Ab I Ep a r e  c " - d i f f e ~ m o r ~ h i s m s  f rcm E~ 

t o  F. The maps Aa,; 4-1 and  A,,; 4-1 are  c ' - d i f f e ~ m o r ~ h i s n s  o f  P 
b#P % P 

which a l l o w  t r a n s i t i o n  f rom one  l o c a l  t r i v i a l i z a t i o n  t o  t h ~  o th -  

er. 

The g r o u p  of d i f f e c m o r ~ h i s m s  o f  F is s e r y  l a r g e ,  s o  u s u a l l y  

a s u b g r o u p  i s  s e l e c t e d  a s  t h e  a l l o w a b l e  t r a n s i t i o n  d i f f e o m c r -  

phisms u h i c h  re la te  d i f f e r e n t  l o c a l  t r i v i a l i z a t i o n s  o f  #. The 

subgroup  G o f  d i f f e o m o r p h i s m s  on  F which  is a l l o w e d  i s  c a l l e d  

t h e  atraJ g r o u p  of t h e  f i b r e  bundle. ,  T h i s  p r o c e s s  o f  re- 

d u c i ~ l g  t h e  g r o u p  o f  a d m i s s i b l e  t r a n s i t i o n  . d i f  f eomorphisms  is of  

f u n d a m e n t a l  i m p o r t a n c e  i n  some of t h e  l a t e s t  work i n  d i f f e r e n -  

t i a l  g e o m e t r y  a n d  t h e o r  € t i c a l  p h y s i c s .  

I f  S is a f i n i t e  u ~ i o n  of c l o s e d  h y p e r s u r f a c e s  i n  B t h e n  a  

c r o s s - s e c t i o n  of class cu 9 & is a  map f i n  c K ( B ; E )  s u c h  t h a t  ---------- 
)(of = i d e n t i t y  o n  B, a n d  k lmax(p ,q )  , Many u s e f u l  s tructures 

s u c h  a s  v e c t o r  f i e l d s ,  t e n s o r  l i e l d s ,  f ra lmes o f  r e f e r e n c e ,  a n d  

o t h e r  s t r u c t u r e s  c a n  b e  e l e g a n t l y  w r i t t e q  a s  s e c t i o n s  i n  a n  ap- 

p r o p r i a t e  b u n d l e ,  

Topoloqp. of D i f f e r e n t i a l  l l a n i f o l d s  -- -- 
The p o i n t  s e t  t o p o l o g y  on a  d i f f e r e n t i a l  m a n i f o l d  i s  b u i l t  

i n t o  i ts  d e f i n i t i o n .  A d d i t i o n a l  t o p o l o g i c a l  p r o p e r t i e s  u h i c h  

may be  d e s i r e d  mus t  b e  e x p l i c i t l y  h y p o t h e s i z e d -  The h y p o t h e s e s  

t h a t  m a n i f o l d s  a r e  B a u s d o r f f  and  s e p a r a b l e  a re  made t o  a v o i d  pa- 

t h o l o g i e s .  It  cac b e  shown t h a t  a s e p a r a b l e  H a u s d o r f f  t o p c l o g -  

i c a l  s p a c e  is l o c a l l y  compact.  S e p a r a b i l i t y  a n d  l o c a l  



c o m p a c t n e s s  i m p l y  t h a t  a l l  d i f f e r e n t i a l  m a n i f o l d s  are paracom- 

pac t .  S i n c e  e v e r y  d i f f e r e n t i a l  m a n i f o l d  is p a r a c o m p a c t  t h e y  a l l  

admi t  p a r t i t i o n s  OF u n i t y ,  P a r t i t i o n s  o f  a n i t y  a r e  e s s e n t i a l  i n  

f o r m u l a t i r g  a  t h e o r y  o f  i n t e g r a t i o n  on m a n i f o l d s .  Thus  t h e  hy- 

p o t h e s e s  on the t o p o l o g y  of a d i f f e r e n t i a l  m a n i f o l d  a l l o w  nany 

o f  t h e  i d e a s  a n d  c o n c e p t s  o f  c a l c u l u s  o n  E u c l i d e a n  s p a c e s  t o  be 

I l l i f  t e d "  up t o  d i f f e r e n t i a l  m a n i f o l d s .  

The g l o b a l  t o p o l o g y  of  a d i f f e r e n t i a l  m a n i f o l d  m u s t  b e  ex- 

p l i c i t l y  p o s t u l a t e d ,  I b e  u s u a l  way t o  d e t e r m i n e  t h e  g l o b a l  t o -  

pology o f  a  d i f f e r e n t i a l  m a n i f o l d  i s  b y  g i v i n g  a s u i t a b l e  sub- 

a t l a s ,  O f t e n  t h e  g l o b a l  t o p o l o g y  i s  n o t  s p e c i f i e d  e x p l i c i t l y  

b u t  m e r e l y  r e s t r i c t e d  b y  t h e  e x i s t e n c e  o f  s p e c i a l  s t r u c t u r e s  on 

t h e  m a n i f o l d  i ,e. l i n e - e l e m e n t  f i e l d s ,  s p i n o r  f i e l d s ,  

Space- t ime My - ------ 
I n  G e n e r a l  R e l a t i v i t y  u e  a s sume  t h a t  M y i s  a  noncompact ,  

c o n n e c t e d ,  o r i e n t e d  m a n i f o l d  o f  c l a s s  C 4  w i t h  a s e c o n d  coun t -  

a b l e ,  H a u s d o r f f  t o p o l o g y .  We a l s o  a s sume  t h a t  t h e  d i m e n s i c u  of 

Plyis f o u r .  Note  t h a t  a  poor  s e l e c t i o n  o f  c o o r d i n a t e s  a  s u k a t l a s  

o i  c l a s s  cr , r < 4 ,  may be imposed on My. P i t h  s u c h  a  s u b a t i a s  

f u n c t i o n s  on M+may e x n i b i t  d i s c o n t i n u i t i e s  which are s o l e l y  t h e  

r e s u l t  o f  c o o r d i n a t e  d i s c o n t i n u i t i e s ,  T h i s  f a c t  i s  of p a r t i c u -  

l a r  i m p o r t a n c e  i n  G e n e r a l  R e l a t i v i t y  s i n c e  we work a l m o s t  exclu-  

s i v e l y  w i t h  c o o r d i n a t e  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  f u n c t i o n s  on My. 

Be a l s o  assume t h a t  M+is endowed w i t h  a pseudo-Riemannian 

metric i. e. t h e r e  i s  a  n a p  g o f  c l a s s  C19 on kiy i n t o  t h e  s p a c e  of 



b i l i n e a r  f o r m s  on  T p l +  s u c h  t h a t  f o r  e a c h  P i n  P l y ,  g  (P) is non- 

d e g e n e r a t e  a n d  of s i g n a t u r e  -2 ,  By a well-known r e su l t  of 

~ e r o c h  [ 171 i t  is known t h a t  t h e  e x i s t e n o e  o f  g t o g e t h e r  w i t h  

t h e  Hausdor f f  c o n d i t i o n  on t h e  t o p o l o g y  o f  M+imply t h a t  My is 

paracompact .  

The p r i n c i p a l  m a t h e m a t i c a l  s t r u c t u r e  of i n t e r e s t  i n  G e n e r a l  

~ e l a t i v i t y  i s  n o t  t h e  u n d e r l y i n g  m a n i f o l d  s t ruc ture  of H,but 

r a t t e r  t h e  d i f f e r e n t i a l  g e o m e t r i c  s t r u c t u r e  which is i n d u c e d  on 

N b y  t h e  s e l e c t i o n  o f  t h e  pseudo-Riemannian  metric gq. Each p a i r  

(!rp My , g (P) ) r e a l i z e s  t h e  c o r r e s p o n d e n c e  p r i n c i p l e  t h a t  G e n e r a l  

R e l a t i v i t y  I1goes over1#  t o  S p e c i a l  R e l a t i v i t y  i n  t h e  l i m i t  of in- 

f i n i t e s i m a l  r e g i o n s  n e a r  P. 

L e t  P b e  a p o i n t  i n  Mt,. Y e  d e f i n e  !I:fi+to b e  t h e  s p a c e  o f  

l i n e a r  f u n c t i o n a l s  o n  !LPN,. Both Tp!l+and !$fi+are i s o n o r p h i c  t o  

B4. These  i s o m o r p h i s m s  a r e  d e t e r m i n e d  b y  a  s e l e c t i o n  o f  b a s e s  

i n  Loth  TPMy a n d  T:B+. I h e  D a s e s  may b e  e i t h e r  l l ho lonomic~ l  i f  

t h e y  are d e r i v e d  i r o n  some s y s t e m  o f  l o c a l  c o o r d i n a t e s  n e a r  P o r  

t h e y  may b e  # q n o n h o l o n o m i c l ~  i f  t h e y  a r e  n o t  s o  d e r i v e d ,  F o r  each  

p a i r  o f  n o n n e g a t i v e  i n t e g e r s  ( r , s )  we d e f i n e  

T:' a,= : ( ( 1 - R  P is m u l t i l i n e a r ) .  

a-+ s 
~!'ii+ c a n  be shown t o  b e  a  r ea l  v e c t o r  s p a c e  o f  d i m e n s i o n  4 . 

The t e n s o r  b u n d l e  of f 2 ~  lr,pl glgg 4 i s  [ ~ ~ ~ ~ l ~ , j ( , f l ~ , ~ ~ b 4 ]  

where 

f 9 f i , =  T? My,  
m c M q  

1s t h e  d i s j o i n t  u n i o n  o v e r  8,of t h e  t e n s o r  s p a c e s  TnHy. The 

b u d l e  p r o j e c t i o n  K is  the n a t u r a l  p r o j e c t i o n  a n d  is t h e  



s p a c e  of t e n s o r s  of t y p e  (1,s) on B4. A t e n s o r  fjeJ.d & of t y p e  

Lr,s) OLI fl*of c lass  C> OSp<q, is a s e c t i o p  i n  l ! ' ' ~~of  c l a s s  CP 
1.e. t is  i n  C';)(M~;!~!'M,). Each l o c a l  t r i v i a l i z a t i o n  o f  X d e t e r -  

mines  a  l o c a l  r e p r e s e n t a t i o n  f o r  a  s e c t i o n  t, T r a n s i t i o n s  be- 

tween l o c a l  t r i v i a l i z a t i o n s  of  j( i n d u c e  t r a n s i t i o n s  be tween  loc -  

a l  r e p r e s e n t a t i o n s  of s e c t i o n s .  

~ o t a t i o n  C o n v e n t i o n s  fgg -or C a l c u l u s  ----- -------- 
T h e r e  a re  a  l a r g e  number o f  b o o k s  on c o o r d i n a t e  t e n s o r  c a l -  

c u l u s  and  i t s  u s e  i n  t h e  f o r m u l a t i o n  of d i f f e r e n t i a l  geomet ry .  

u n f o r t u n a t e l y ,  many o f  t h e s e  b o o k s  d i f f e r  in t h e  p l a c e m e n t  o f  

i n d i c e s  and  e v e n  i n  t h e  d e f i n i t i o n s  o f  many o f  t h e  t e n s o r s  which 

we w i l l  use l a t e r .  T o  a v o i d  any  a m b i g u i t i e s  i n  t h e  p l a c e m e n t  of 

i n d i c e s  on t h e s e  t e n s o r s  we have  summar ized  t h e  n o t a t i o n  which 

we w i l l  u s e  i n  f u t u r e ,  

The f o l l o w i n g  n o t a t i o n  c o n v e n t i o n s  w i l l  

t h i s  t h e s i s :  

(a) small l a t i n  l e t t e r s  assume t h e  r a n g e  [ I  ,2 

i n d i c e s ;  

b e  u s e d  t h r o u g h o u t  

,3,4) when u s e d  a s  

(b) c a p i t a l  l a t i n  l e t t e r s  assume t h e  r a n g e  {1,2,3,4) when used  a s  

t e t r a d  l a b e l s .  

The E i n s t e i n  summation c o n v e n t i o n  h o l d s  f o r  a l l  t y p e s  o f  i n d i c e s  

when t h e y  a p p e a r  i n  Itup-down11 p a i r s  i n  a  t e n s o r  e x p r e s s i o n .  If 

t h e  summation is t o  b e  suspended  f o r  a n  w u p - a o ~ n l l  p a i r  of i n -  

d i c e s  it w i l l  b e  e x p l i c i t l y  s t a t e d .  The symbolst l  ( ) I 1  a n d  I1C ]" 

p l a c e d  a r o u n d  a s e t  of n  i n d i c e s  o f  t h e  same l e v e l  w i l l  d e n o t e  



s y m m e t r i z a t i o n  a n d  s k e w - s y m e e t r i z a t i o n  r e s p e c t i v e l y .  Both pro-  

cesses i n c o r p o r a t e  t h e  f a c t o r  I / (n! )  , Aqy i n d i c e s ,  w i t h i n  t h e  

r aLge  of " ( )  o r  "[ 1" which  are t o  b e  exc lu -ded  from t h e  i n d i c a t e d  

p r o c e s s ,  w i l l  be e n c l o s e d  i n  b a r s  " 1  11', P a r t i a l  d i f f e r e n t i a t i o n  

is d e n o t e d  by a  corcnra which  p r e c e d e s  t h e  i r idex  o f  t h e  c o o r d i n a t e  

f u n c t i o n  w i t h  r e s p e c t  t o  which we are  d i f f e r e n t i a t i n g ,  Covar- 

i a n t  d i f f e r e n t i a t i o n  will b e  d e n o t e d  by a s e m i c o l o n  ";I1 p r e c e d -  

i n g  t h e  i n d e x  of d i f f e r e n t i a t i o n ,  

To e n a b l e  e a s y  t r a n s i t i o n  be tween  d i f f e r e n t  n o t a t i o n  s y s -  

tems e n c o u n t e r e d  i n  v a r i o u s  books ,  w e  h a a e  d e f i n e d  s i x  paramet-  

ers  e;= + 1  o r  -1,  1 1 i S 6  which c h a r a c t e r i z e  a l l  of  t h e  more u s u a l  

n o t a t i o n  c o n v e n t i o n s .  The p a r a m e t e r s  ei a r e  d e f i n e d  t o  a g r e e  

w i t h  f o u r  p a r a m e t e r s  d e f i n e d  by E r n s t  [ 1 8 1  f o r  a  s imi l i a r  Fur- 

POSG. The e,, l S i 1 6  a re  d e f i n e d  by  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s :  

(a el s i g n a t u r e  (g) = 2, 

(b) - ezvi R:~K& - q ; l ~  - Vj;k' t 

(C)  e , R q  = •’imisj , 
(a e y G j  = -e, elej8TT Tij , 

(e) et= + 1  i f  s p a c e - t i m e  i n d i c e s  r a n g e  o v e r  {0,1,2,3),  

-1 o t h e r w i s e  , 

(f e, qi jr t  =')'I d e t  g~ 1' s i g n  (i j k l )  . 
I n  A2pendix 1 r e l a t i o n s  a r e  g i v e n  which r e l a t e  some o f  t h e  e;, 

1 < i < 6 ,  t o  t h e  Wheeler-Mjsner  Thorne  c l a s s i f i c a t i o n  o f  n o t a t i o n  . 

c o n v e n t i o n s  u s e d  i n  G e n e r a l  R e l a t i v i t y [  19 1.. l l e t h o d s  a r e  g i v e n  : 

t n e r e  which a l l o w  t e n s o r  e q u a t i o n s  t o  b e  c o n v e r t e d  f rom o n e  con- 

ve r i t i on  t o  a n o t h e r .  



I n  t h i s  t h e s i s  t h e  c h o i c e  e i= -1 ,  1 1 i 1 5 ,  e6=+l n i l 1  b e  used  

e x c l u s i v e l y .  T h i s  c h o i c e  c l o s e l y  p a r a l l e l s  t h e  n o t a t i o n  o f  

E i s e n h a r t  [2'0] e x c e p t  u e  use d i f f e r e n t  p u n c t u a t i o n  t o  d e n o t e  de- 

r i v a t i v e s  of v a r i o u s  t y p e s ,  

c o o r d i n a t e  geneor A n a l y s i s  qg g --- 

F o r  c o m p u t a t i o n a l  p u r p o s e s  t h e  r e a l i z a t i o n  o f  t e n s o r  f i e l d s  

as  s e c t i o n s  i n  v a r i o u s  t e n s o r  b u n d l e s  i s  i m p r a c t i c a l ,  C l a s s i c -  

a l l y ,  a t  P i n  M*, a t e n s o r  f i e l d  T o f  t y p e  ( r , s )  i s  r e p r e s e n t e d  

by a s e t  o f  4'" q u a n i x t i e s  ~~.'."'~,..,.i which a r e  i ts  componen t s  

v i t t  r e s p e c t  t o  a  c h o i c e  of l o c a l  c o o r d i n a t e s  on M y ,  The selec- 

t l o n  o f  l o c a l  c o o r d i n a t e s  n e a r  P i n d u c e s  a n a t u r a l  c h o i c e  o f  

b a s e s  on TpMo ( t h e  h o l o n c m i c  b a s i s  a s s o c i a t e d  wi th  t h e  l o c a l  co- 

o r d i n a t e s ) ,  S i n c e  My i s  endowed w i t h  a  pseudo-Riemannian m e t r i c ,  

any  s e l e c t i o n  o f  a b a s i s  on Tpil, i n d u c e s  a d u a l  b a s i s  o n  $H,. 

T h i s  p a i r  o f  Dases a s s o c i a t e d  w i t h  t h e  l o c a l  c o o r d i n a t e  s y s t e m  

n e a r  P p r o d u c e s  t h e  r e p r e s e n t a t i o n  T ~ . " . ' ~ ~ .  JI..-.JS of t h e  t e n s o r  T. 

L e t  (U,u) a n d  (V,v) b e  two c o o r d i n a t e  c h a r t s  s u c h  t h a t  P is 

i n  unv. Each se t  o f  c o o r d i n a t e  f u n c t i o n s  (xk: l l i ~ 4 )  a n d  

{ x & : l ~ i l 4 }  a s s o c i a t e d  w i t h  t h e s e  c h a r t s  i n d u c e  a ho lonomic  b a s i s  

i n  T p & + .  The c o o r d i n a t e  t r a n s i t i o n  maps UOY-1 and vou-1 i n d u c e  

t r a n s f o r m a t i o n s  o f  c o o r d i n a t e  b a s e s  i n  TpHy. The maps ( u o v - l b  

a n d  (VOU-l)+ are  t h e  maps which t r a n s f o r m  t h e  b a s e s  u n d e r  t h e  

c o o r d i n a t e  t r a n s • ’  o r m a t i o n s  above, The two maps j u s t  d e f i n e d  

w i t h  t h e  s u b s c r i p t  llstarsw are c a l l e d  t h e  J a c o t i a n  t r a n s f o r m a -  

t i o n s  of t h e  c o o r d i n a t e  t r a n s i t i o n s ,  S i m i l i a r l y  t h e  c o o r d i n a t e  --- 



c h a r t s  (U,u) and  (V,v) i n d u c e  ( v i a  t h e  pseudo-Riemannian  m e t r i c )  

d u a l  b a s e s  on $H+ which re  write (dxt  : ISiSU) and (dx;': 1 5 i 4  4) re- 

s p e c t i v e l y .  The maps (uov-a)* and (vau-a)* t r a n s f o r m  t h e  d u a l  

4 b a s e s  on TptirC.  The 1 8 s t a r r e d l t  maps, where  t h e  s u p e r s c r i p t  s t a r  

d e n o t e s  p u l l - b a c k ,  i n d u c e  t r a n s i t i o n  maps be tween  d i f e r e n t  re- 

p r e s e n t a t i o n s  of  T ( e a c h  r e p r e s e n t a t i o n  is a s s o c i a t e d  w i t h  a  

l o c a l  t r i v i a l i z a t i o n  o f  jo . F i g u r e  5 s h o u l d  c l a r i f y  some of t h e  

r e l a t i o n s  above .  

With t h e s e  r e l a t i o n s h i p s  i n  mind t h e  t r a n s f o r m a t i o n  law f o r  

a  t e n s o r  T of  t y p e  (r,s) a t  P i s  w r i t t e n  a s  

where  we h a v e  i m p l i c i t l y  assumed t h e  E i n s t e i n  summation conven-  

t i o n  f o r  r e p e a t e d  i n d i c e s ,  The t r a n s f o r m a t i o n  law (2.4) r e p r e -  

s e n t s  t h e  c h a n g e  o f  r e p r e s e n t a t i o n  of T i n d u c e d  by t h e  c o o r d i n -  

a t e  t r a n s i t i o n  map vou-1. The i m p o r t a n c e  of t h e  metric t e n s o r  

i n  G e n e r a l  R e l a t i v i t y  a n d  t h e  n e e d  t o  d o  e x e e d i n g l y  c o m p l i c a t e d  

c a l c u l a t i o n s  b a s e d  on t h e  E i n s t e i n  f i e l d  e q u a t i o n s  f o r c e  u s  t o  

employ t h e  c o o r d i n a t e  t e n s o r  c a l c u l u s  a l m o s t  e x c l u s i v e l y  i n  l a t -  

er c h a p t e r s .  

The C h r i s t o f f e l  s y m b o l s  o f  t h e  s e c o n d  k i n d  a s s o c i a t e d  w i t h  

a  s y m e t r i c  metric t e n s o r  g~ a r e  



Figure 5: The Tensor Bundle Structure on 
Space-Time 



whore gil is  f o u n d  f rorn t h e  e q u a t i o n  

it g g~ = 6:j t 

where 6t j  d e n o t e s  the K r o n e c k e r  t e n s o r ,  T h e  p a r t i a l  c o v a r i a n t  

u e r i v a t i v e  o f  a t e n s o r  T G " " . ~ ~ .  w i t h  r e s p e c t  t o  x K i s  g i v e n  by 
11...-.b 

The Riemann c u r v a t u r e  t e n s o r  ~ f ; , ~  is d e f i n e d  i n  terms o f  the 

c h r i s t o f f e l  s y m b o l s  o f  t h e  s e c o n d  k i n d  a s  

C o n t r a c t i n g  o n  t h e  f i r s t  a n d  f o u r t h  i n d i c e s  we p r o d u c e  t h e  

Ricci t e n s o r  

The E i n s t e i n  t e n s o r  i s  d e f i n e d  by 

where  R ,  t h e  c u r v a t u r e  s c a l a r  i s  g i v e n  by 



The E i n s t e i n  f i e l d  e q u a t i o n s  (1.1) summar i ze  t h e  r e l a t i o n s h i p  

be tween  t h e  d i f f e r e n t i a l  g e c m e t r y  o f  M+and t h e  m a t t e r - e n e r g y  

d i s t r i b u t i o n  o n  M+, 

v e t ~ a d  C a l c u l s  22 gY f t  ---- 
O f  F u n d a m e n t a l  i m p o r t a n c e  i n  s t u d y i n g  G e n e r a l  R e l a t i v i t y  is 

t h e  c a r e f u l  d i s t i n c t i o n  be tween  t h e  r o l e  o f  c o o r d i n a t e s  a n d  t h e  

r o l e  o f  p h y s i c a l  f r a m e s  o f  r e f e r e n c e  [ 2 1 ] , [ 2 2  1. The axiom of 

g e n e r a l  c o v a r i a n c e  i n  G e n e r a l  R e l a t i v i t y  e s s e n t i a l l y  a s s e r t s  

t h a t  c o o r d i n a t e 5  h a v e  no r e a l  p h y s i c a l  r o l e .  On t h e  o t h e r  hand ,  

f r a m e s  o f  referepce have  r e a l  g h y s i - 1  i n t e r p r e t a t i o n s  and may 

i n d u c e  e x t r a n e o u s  effects i n  l a b o r a t o r y  e x p e r i m e n t s .  T h i s  con-  

t r a s t s  f a v o u r a b l y  t o  t h e  u s e  o f  c o o r d i n a t e s  whose p h y s i c a l  mean- 

i n g  i s  o f t e n  o b s c u r e  o r  n o n e x i s t e n t  [23]. Hore  p r e c i s e l y ,  a  

fraine of r e f e r e n c e  is a l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  set of f o u r  v e c t o r  ----- 
f i e l d s  (e;:lSA<4). The  i n d e x  i refers  t o  t h e  componen t s  o f  t h e  

e4 r e l a t i v e  t o  s a e  c o c r d i n a t e  b a s i s  which  we h a v e  p r e s c r i b e d .  

T h e  s e t  e :  15A54) i s  a l s o  c a l l e d  a l i n e a r l y  & @ s e n d e n t  tetrad 

( fou r - l eg ,  v i e r b e i n l .  I f  t h e  members o f  t h e  t e t r a d  a r e  pseudo-- 

o r t h o n o r m a l  i. e. -------- 

where 



t h e n  t h e  t e t r a d  may be i n t e r p r e t e d  p h y s i c a l l y  a s  f o l l o w s :  

(a (el  ,el , e 3 )  i s  a n  "o r thonorma l t t  t r i a d  o f  t @ r i g i d t t  r o d s ,  

(b ) e+ may b e  r e p r e s e n t e d  a s  a  " s t a n d a r d n t c l o c k .  

Tne e q u a t i o n s  (2.11) p l a y  a  c e n t r a l  r o l e  i n  t h e  d e v e l o p m e n t  o f  

t h e  t e t r a d  c a l c u l u s .  

Prom t h e  c a n o n i c a l  f o r m s  which w i l l  be  g l v e n  f o r  t h e  

s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  i n  t h e  n e x t  c h a p t e r  i t  w i l l  become a p k a r e n t  

t h a t  f o r  t h e  most g e n e r a l  uses of t h e  mixed  method we w i l l  need  

t o  c o n s i d e r  t e t r a d s  of  g r e a t e r  g e n e r a l i t y  t n a n  p s e u d o - o r t h c n o r -  

ma1 ones .  We are f o r c e d  t o  c o n s i d e r  t e t r a d s  which i n c l u d e  two 

n u l l  v e c t o r s .  For t h i s  p u r F o s e  w e  e x t e n d  t h e  n o t i o n  o f  

pseudo-or tnehormal i ty  t o  t h a t  o f  q u a s i - o r t h o n o r m a l i  ty. A t e t r a d  

( e i : l ~ ~ ~ 4 )  i s  s a i d  t o  be g g a s i - o r t h o n o r m a l  i f  it i s  e i t h e r  

p seudo-o r thonorma l  o r  i t s a t i s f i e s  (2.11)- x i t h  t h e  f l a t  metric 

t e n s o r  



nhe re  we as sume  t h e  n u l l  v e c t o r s  i n  t e t r a d  a r e  l a b e l l e d  e j f  ey. 

L e t  P b e  a p o i n t  i n  Noand (U,u) b e  a l o c a l  c o o r d i n a t e  s y s -  

tem a t  P. I f  T'""'~* ( U  (P) ) is a  t e n s o r  o f  t y p e  ( r , s )  t h e n  t h e  k--Js 

c o r r e s p o n d i n g  L o r e n t z  t e n s o r  i s  f o u n d  by  p r o j e c t i n g  t h e  c o c r d i n -  

a t e  t e n s o r  o n t o  a s u i t a b l e  p s e u d o - o r t h o n o r n a i  (quasi-or tnonormal)  

t e t r a d  d e f i n e d  on  (U,u).  Thus 

where t h e  eni a r e  found  from 

C l e a r l y  t h i s  p r o j e c t i o n  may b e  undone  by p r o j e c t i n g  o n t o  

t h e  d u a l  t e t r a d  [eai: 1 5 ~ 5 4 )  d e f i n e d  i n  (2.15).  Any a l g e b r a i c  

i d e n t i t y  among c o o r d i n a t e  t e n s o r s  h a s  a c o r r e s p o n d i n g  a n a l o g u e  

an;ong t h e  L o r e n t z  t e n s o r s  [21].  The t e t r a d  l a b e l s  b e h a v e  l i k e  

t e n s o r  i n d i c e s  u n d e r  c h a n g e  of t e t r a d  b u t  act  l i k e  l a b e l s  under  

change  o f  c o o r d i n a t e s .  T h e  d u a l  s t a t e m e n t  is a l s o  true. 

L o r e n t z  i n d i c e s  ( t e t r a d  l a b e l s )  a r e  r a i s e d  by t h e  u s e  o f  

7~ d e f i n e d  by (2.12) o r  (2.13) d e p e n d i n g  on t n e  t e t r a d  t y p e .  

We a p p l y  t h e  summation c o n v e n t i o n  t o  up-down p a i r s  o f  L o r e n t z  

i n i i c e s  and  g e n e r a l 1 1  c a r r y  most o f  t h e  n o t a t i o n  c o n v e n t i o n s  

u sed  f o r  c o o r d i n a t e  t e n s o r s .  When a  t e t r a d  l a b e L , n a v i n g  a  f i x e d  

v a l u e  i n  its r a n g e ,  i s  r a i s e d  o r  l o w e r e d f l  t h e  s i g n  o f  t h e  f a c t o r  

i n  which t h e  l a b e l  a p p e a r s  c h a n g e s  i f  t h e  l a b e l  v a l u e  i s  1 ,  2, 3 



and  r e m a i n s  t h e  same i f  t h e  l a b e l  v a l u e  is 4. 

The q u a n t i t i e s  i n  t h e  t e t r a d  c a l c u l u s  which a r e  t h e  a n a l o -  

g u e s  o f  t h e  C h r i s t o f f e l  symbo l s  o f  t h e  s e c o n d  are c a l l e d  t h e  

~ i c c i  r o t a t i o n  c o e i f i e n t s ,  Por  a n  a r b i t r a r y  t e t r a d  t h e y  a r e  de- 

f i n e d  by 

T h e  Ricci  r o t a t i o n  c o e f f i c i e n t s  f o r  a p s e u d o - o r t h o n o r m a l  t e t r a d  

a l s o  s a t i s f y  t h e  i d e n t i t y  [ 2 0 ]  

An e x t e n s i v e  d i s c u s s i o n  of t h e  Ricci  r o t a t i o n  c o e f f i c i e n t s  

rr,ay be f o u n d  i n  S c h o u t e n  [24 1. Direct c a l c u l a t i o n  o f  t h e  Kicci 

r o t a t i o n  c o e f f i c i e n t s  i s  v e r y  t e d i o u s  d u e  t o  t h e  p r e s e n c e  of a 

c o v a r i a n t  d i f f e r e n t i a t i c n  i n  t h e  d e f i n i t i o n  (2 .16) .  However, 

employ ing  t h e  skew-symmetry (2.17) t h i s  t a s k  is e a s e d  by t h e  in-  

t r o d u c t i o n  o f  t h e  q u a n t i t i e s  [ 251  

T h i s  e q u a t i o n  a l l o w s  t n e  c a l c u l a t i o n  o f  t h e  )'fiet u s i n g  o n l y  par -  

t i a l  d i f f e r e n t i a t i o n s  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  c o o r d i n a t e s .  The R i c  

c i  r o t a t i o n  c o e f f i c i e n t s  are  g i v e n  i n  terms of t h e  XRgC by 



(2.19) Y ~ d  ( b 6 c  + ABCA - 'CRB /2 

The L o r e n t z  c o v a r i a n t  d e r i v a t i v e  is d e f i n e d  o n  L o r e n t z  t e n s o r s  

by C211 

I n  (2.20) we u s e  a  d o u b l e  s t r o k e  t o  d e n o t e  t h e  L o r e n t z  c o v a r i a n t  

d i f f e r e n t i a t i o n  and  a  s i n g l e  s t r o k e  t o  d e n o t e  t n e  d i r e c t i o n a l  

d e r i v a t i v e ,  The d i r e c t i o n a l  d e r i v a t i v e  is d e f i n e d  b y  

R e f e r r i n g  t o  E i s e n n a r t  w e  f i n d  the t e t r a d  form of t h e  Biemann 

t e n s o r  is  

R a i s i n g  t h e  L o r e n t z  i n d e x  A and  c o n t r a c t i n g  on t h e  f i r s t  and  

f o u r t h  i n d i c e s  w e  g e t  t h e  t e t r a d  f o r m  o f  t h e  Ricci t e n s o r  



A d v a n t a q e s  of T e t r a d  C a l c u l u s  ---- 
T h e r e  a re  s e v e r a l  i m p o r t a n t  f e a t u r e s  t h a t  t h e  t e t r a d  c a l c u -  

l u s  h a s  t h e  c o o r d i n a t e  t e n s o r  c a l c u l u s  d o e s  n o t .  The p r i n c i p a l  

a d v a n t a g e  o f  t h e  t e t r a d  c a l c u l u s  i s  t h a t  t h e  c o m p o n e n t s  o f  a n y  

t e n s o r  r e p r e s e n t i n g  a p h y s i c a l  q u a n t i t y  may b e  m e a s u r e d  ( i n  

p r i n c i p l e )  when p r o j e c t e d  o n t o  a t e t r a d ,  P u r t t e r m o r e , w h e n  t h e  

t e t r a d  i s  p s e u d o - o r t h o n o r m a l  w i t h  t h e  t i m e l i k e  v e c t o r  p o i n t i n g  

to t h e  f u t u r e ,  t h e  t e t r a d  c o m p o n e n t s  o f  p h y s i c a l  q u a n t i t i e s  

t r a n s f a r m  a s  t e n s o r s  o v e r  t h e  p r o p e r  i s o c h r o n o u s  L o r e n t z  g r o u p  

L++ . 
The t e t r a d  c a l c u l u s  i s  g a i n i n g  i n  p o p u l a r i t y  a n d  u s e f u l n e s s  

i n  t h e o r e t i c a l  p h y s i c s .  T h e  t e t r a d  c a l c u l u s  a l l o w s  t h e  p o s s i b i -  

lit y  o f  d e s c r i b i n g  g r a v i t a t i o n a l  r a d i a t i o n  i n  terms o f  " o p t i c a l m  

s c a l a r s .  O t h e r  a p p l i c a t i o n s  o f  t h e  t e t r a d  c a l c u l u s  i n c l u d e  t h e  

c l a s s i f i c a t i o n  o f  i n t e r i o r  s o l u t i o n s  by  t h e  a l g e t r a i c  s t r u c t u r e  

o f  t h e  Ricci t e n s o r  o r ,  a s  i n  t h i s  t h e s i s ,  o f  t h e  s t r e s s - e n e r g y  

t e n s o r .  R e c e n t  work i n  a t t e m p t i n g  t o  e x p r e s s  G e n e r a l  R e l a t i v i t y  

a s  a  g a u g e  t h e o r y  h a s  made e s s e n t i a l  u s e  o f  t e t r a d  methods .  The  

t e t r a d  c a l c u l u s  a n d  t h e  c o o r d i n a t e  c a l c u l u s  h a v e  b e e n  c o m b i n e d  

t o  form a l l b i c o v a r i a n t m  c a l c u l u s  which h a s  b e e n  u s e d  i n  G e n e r a l  

R e l a t i v i t y  by  T r e d e r  [ 261. 



A l g e b r a i c  C l a s s i f i c a t i o n  o f  Second Rank S ~ m m e t r i c  $ e ~ s o r s  -- ---- ------- -- --- --- 
A s  p a r t  o f  t h e  llmixedgl method we w i l l  i n c o r p o r a t e  a  scheme 

of  a l g e b r a i c a l l y  c l a s s i f y i n g  t h e  s t r e s s - e n e r g  y t e n s o r  u i t h  re- 

s p e c t  t o  t h e  metric t e n s o r ,  A s h o r t  s e a r c h  o f  t h e  l i t e r a t u r e  

shows t h a t  t h e r e  a t  l e a s t  t e n  d i f f e r e n t  m e t h o d s  a v a i l a b l e  f o r  

a l g e b r a i c a l l y  c l a s s i f y i n g  a  s y m m e t r i c  t e n s o r  o f  r a n k  two u i t h  

r e s p e c t  t o  t h e  metric t e n s o r ,  C l e a r l y  t h e  c h o i c e  of a  c l a s s i -  

f i c a t i o n  scheme p o s e s  a ~ r o b l e m  p a r t i c u l a r l y  i f  we wish  i t  t o  be  

c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  a i m s  a n d  t e c h n i q u e s  of t h e  mixed method. 

Any s u c n  scheme s h o u l d  b e  c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  t e t r a d  c a l c u l u s  

s i n c e  most  o f  o u r  c a l c u l a t i o n s  w i l l  b e  c a r r i e d  o u t  i n  t h a t  l a n -  

guage. The m e t h o a s  wh ich  a p p e a r  t o  b e  t h e  mos t  s u i t e d  t o  o u r  

p u r p o s e s  a r e  t h e  s c h e m e s  of P e t r o v  [4], b a s e d  on t h e  S e g r e  c h a r  

a c t e r i s t i c ,  a n d  t h a t  o f  P l e t a n s k i  [ 271  which is  a  r e f i n e m e n t  of 

P e t r o v ' s .  

A l g e b r a i c  P r e l i m i n a r i e s  -- ----- ---- 

The p rob lem o f  a l g e b r a i c a l l y  c l a s s i f y i n g  a s e c o n d  r a n k ,  

symmet r i c  r e a l  t e n s o r  o n  a  Riemannian  s p a c e  is c o n s i d e r a b l y  

s i m p l e r  t h a n  t h e  same problem on a pseudo-Riemannian space , .  

C o m p l i c a t i o n s  which may a r i s e  i n  t h e  pseudo-Riemannian c a s e  

i n c l u d e  t h e  p o s s i b i l i t y  of n o n - r e a l  e i g e n v a l u e s  a n d  n o n - s i n p l e  



e l e m e n t a r y  d i v i s o r s .  A more  s u b t l e  d i f f i c u l t y ,  a s  p o i n t e d  o u t  

by Synge [ 2 8 ] ,  is t h a t  b e f o r e  t h e  metric t e n s o r  i s  known w e  h a v e  
. . 

no  r i g h t  t o  a s s u m e  t h a t  T i j  , Tf; , a n d  T' are r e l a t e d  t o  e a c h  

o t h e r  a s  m a t h e m a t i c a l  o b j e c t s .  It is t h e  p h y s i c a l  c o n t e n t  of 

t h e  f i e l d  e q u a t i o n s  (1.1) w h i c h  a l l o w s  u s  t o  a s s u m e  t h a t  t h e s e  

d i f f e r e n t  t e n s o r s  a re  r e a l l y  j u s t  d i f f e r e n t  r e p r e s e n t a t i o n s  o f  

t h e  same p h y s i c a l  o b j e c t .  C o r r e s p o n d i n g  t o  t h i s  s t a t e m e n t  w e  

h a v e  (Tij,gij) , ( T < ~ , s ~ ~ )  , a n d  ( T , )  a r e  e q u i v a l e n t  a s  p a i r s  o f  

q u a d r a t i c  f o r m s  s i n c e  g j  i s  n o n s i n g u l a r .  The  t e n s o r  Tij i s  a s s o -  

c i a t e d  w i t h  a n  e n d o m o r p h i s m  o f  t h e  t a n g e n t  s p a c e  a t  a n y  p o i n t  i n  

s p a c e - t i m e .  I t  is t h i s  e n d o m o r p h i s m  t h a t  we w i l l  c l a s s i f y .  The  

a l g e b r a i c  i n v a r i a n t s  of t h e  e n d o ~ o r p h i s m  a re  a l s o  t h e  a l g e b r a i c  

i n v a r i a n t s  of Tcj w i t h  r e s p e c t  t o  99. 

L e t  T: Tply--->T, M y  be t h e  endomorph i sm a s s o c i a t e d  w i t h  T i j  

a t  P. We s a y  t h a t  a  n c n z e r o  v e c t o r  V i n  PPHy i s  a n  e i q e n v e c t o r  

of T w i t h  e i g e n v a l u e  i f  

The p o l y n o m i a l  C,-(x) d e f i n e d  b y  t h e  e q u a t i o n  

(3 -  2 )  C y ( x )  = d e t  [ T  - XI], 

w h e r e  I is  t h e  i d e n t i t y  endomorph i sm,  i s  c a l l e d  t h e  cqaggcter- 

i s t i c  p o l v n o m i a l  pf 3. The r o o t s  o f  t h e  e q u a t i o n  ---- 



F 
3 

a re  c a l l e d  t h e  e i q e n v a l u e s  o f  T. 

When T r e p r e s e n t s  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  t h e  e i g e n v a l u e s  

a r e  t h e  p r i n c i ~ a l  stresses i f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  e i g e n v e c t o r s  

a re  s p a c e l i k e ,  o r  t h e  e n e r g y  f l u x  d e n s i t y  if t h e  c o r r e s p o n d i n g  

e i g e n v e c t o r  is t i m e l i k e .  C e r t a i n  classes o f  s t r e s s - e n e r g y  t e n -  

s o r s  d o  n o t  h a v e  t i m e l i k e  e i g e n v e c t o r s .  F o r  these s t r e s s - e n e r g y  

t e n s o r s  t h e  p h y s i c a l  s i g n i f i c a n c e  of t h e  e i g e n v a l u e s  a n d  of t h e  

e i g e n v e c t o r s  i s  u n c l e a r .  P l e b a n s k i  1 2 7 1  h a s  shown t h a t  i f  a  

s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  sa t i s f ies  c e r t a i n  e n e r g y  c o n d i t i o n s  f o r  rna- 

c r o s c o p i c  matter t h e n  it must  h a v e  r e a l  e i g e n v a l u e s .  I f  w e  are 

- t o  f i n d  " r e a l i s t i c "  s o l u t i o n s  o f  t h e  f i e l d  e q u a t i o n s  (1.3) t h e n  

we s h o u l d  e n s u r e  t h a t  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  h a s  f o u r  real 

e i g e n v a l u e s .  A d i r ec t  a p p r o a c h  t o  t h i s  p r o b l e m  w i l l  be  a p p l i e d .  

From now o n  w e  w i l l  a l w a y s  a s s u m e  t h a t  w e  are w o r k i n g  o n  a 

f o u r - d i m e n s i o n a l  v e c t o r  s p a c e .  

S i n c e  Tp My i s  o f  d i m e n s i o n  f o u r  o v e r  R we see t h a t  t h e  

c h a r a c t e r i s t i c  p o l y n o m i a l  i s  of d e g r e e  f o u r .  C o n s i d e r  t h e  gen- 

e r a l  q u a r t i c  e q u a t i o n  o v e r  R i.e. 

w h e r e  A ,  B, C ,  D a re  rea l  numbers .  By t h e  t r a n s f o r m a t i o c  



where 

Le t  y, , yz, yg , yy d e n o t e  t h e  r o o t s  o f  (3.6). F o l l o w i n g  t h e  ar -  

gument o f  K o c h e n d o r f f e r  1291 we set 

From ( 3 . 6 )  w e  see t h a t  p, + y,+ y j +  y+,= 0 s o  t o g e t h e r  w i th  

we g e t  



which f o l l o w s  from t h e  d e f i n i t i o n s  of  t h e  Z j t  11 j13,  and t h e  Ba- 

sis Theorem f o r  Symffietric P o l y n o m i a l s  (Harcus  [30]). The ~ o -  

lynomia l  

is t h e  c u b i c  r e s o l v e n t  o f  (3.6) , The r o o t s  z j  , 1 1  j13, of 

can b e  used t o  f i n d  t h e  r o o t s  y;, 1 1 i 1 4 ,  b y  t h e  f o r m u l a e  

L 
where  t h e  s i g n  a m b i g u i t y  i n  (-z;)\11j13, i s  r e s o l v e d  b y  t h e  re- 

l a t i o n  1 3 1 1  

These  t r a n s f o r m a t i o n s  have  r e d u c e d  t h e  problem of  finding 

t h e  r o o t s  o f  (3.4) t o  f i n d i n g  the r o o t s  of 3  11) - S e t  



i n  (3.11) t o  p r o d u c e  

(3.14) v J + a v + u = O  

where  

The s o l u t i o n s  of  (3.14) a r e  found  b y  t h e  u s e  o f  t h e  

C a r d a n o - T a r t a g l i a  f o r m u l a e  [ 32  1. 

We a r e  now i n  a  p o s i t i o n  t o  impose  c o n d i t i o n s  o n  t h e  coe f -  

f i c i e u t s  of (3.4) which  w i l l  g u a r a n t e e  t h a t  t h e  r o o t s  o f  (3.4) 

a r e  r e a l .  Remembering t h a t  A i s  rea l  we see f r o m  (3.5) t h a t  t h e  

y;, 1 1 i 1 4 ,  a r e  r e a l  i f  t h e  xi are, By a  s i m p l e  a r g u m e n t  e a c h  y,' 

is r e a l  i f  a n d  o n l y  i f  t h e  z j ,  l S j 1 3 ,  a r e  r ea l  and  n o n p o s i t i v e .  

From (3.7) w e  see t h a t  f c r  t h e  z j  t o  b e  r ea l  w e  n e e d  t h e  r o o t s  

v;, 1 1 j S 3 ,  t o  b e  real.  T h l s  r e s t r i c t i o n  on  t h e  r o o t s  o f  (3.14) 

means t h a t  t h e  d i s c r i m i n a n t  o f  (3 .14) ,  d e f i n e d  by 

A = 4a3 + 27b2,  

must s a t i s f y  t h e  i n e q u a l i t y  

D I 0. 

The r o o t s  o f  (3.  1 4 )  when < 0 a r e  g i v e n  by t h e  f o r m u l a e  



where 8 is c h o s e n  t o  t h a t  0 1 3 8 5 8  a n d  

Using t h e s e  r o o t s  i n  terms o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  i n  (3.4) me 

g e t  t h e  r o o t s  Zi a s  

We w i l l  u s e  t h e  c o n d i t i o n  t h a t  zi SO t o  f i n d  c o n d i t i o a s  on 

t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  (3.4) t o  f o r c e  (3.4) t o  h a v e  r e a l  d i s t i n c t  

r o o t s .  , F i r s t  we n e e d  a  lemma.. 

Lemma 1: If  A<O t h e n  --- 

( a )  a<O, and  

(b) B2 + 12D -3AC > 0- 

The p roo f  o f  t h i s  lemma f o l l o u s  f r o m  t h e  d e f i n i t i o n  of  a, 
(3.16), (3.17) , and  t b e  d e f i n i t i o n s  o f  t h e  c o e f f i c i e n t s  P,  Q, 

and R. F i n a l l y  we a r e  i n  a p o s i t i o n  t o  s t a t e  t h e  f o l l o w i n g  

theorem. 

Theorem 1 : F o r  t h e  q u a r t i c  e q u a t i o n  (3.4) t o  h a v e  f o u r  d i s t i n c t  --- 
r ea l  r o o t s  it is s u f f i c i e n t  t h a t  t h e  c o n d i t i o n s  
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. T h e  p r o c f  of t h i s  t h e o r e m  i s  a  s t r a i g h t f o r w a r d  b u t  l e n g t h y  a rgu -  

ment b a s e d  on t h e  f o r m u l a e  f o r  t h e  r o o t s  z , g i v e n  above ,  a n d  

t h e  lemma. 

The g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h e  t h e o r e m  above  t o  t h e  c a s e  when 

A 5 0, s o  t h e  r o o t s  a r e  n o t  n e c e s s a r i l y  d i s t i n c t ,  is n o t  e a s -  

i l y  a c c e s s i b l e  by d i r e c t  methods.  However Chaundy [ 3 3 ]  h a s  de- 

r i v e d  t h e  f o l l o w i n g  t h e o r e m  by means of  a l g e k r a i c  geometry.  

Theorern 2 : N e c e s s a r y  and  s u f f i c i e n t  c o n d i t i o n s  f o r  (3 .4 )  t o  

have  f o u r  r e a l  r o o t s  a r e  

( a) A s  0, 

(b) 3A2 - 8B > 0, 

(c) 3 A 4  - 1 6 A 2 E  + 16B2 + 6 4 A C  - 64D 2 0. 

C h a r a c t e r i z a t i o n  qf && Endomorphism 3 -------------- 
It is well-known t h a t  t h e  e i g e n v a l u e s  a n d  t h e  e i g e n v e c t o r s  

o f  a  l i n e a r  t r a n s f o r m a t i o n  T d o  n o t  p r o v i d e  s u f f i c i e n t  i n fo rma-  

t i o n  t o  c h a r a c t e r i z e  its s i m i l a r i t y  c l a s s .  However a  knowledge 

o f  t h e s e  q u a n t i t i e s  t o g e t h e r  w i t h  o t h e r  a l g e b r a i c  i n v a r i a n t s  

w i l l  a l l o w  a c o m p l e t e  c h a r a c t e r i z a t i o n  o f  t h e  s i m i l a r i t y  c l a s s  

of T. Choose a  b a s i s  f o r  TpM,, t h e n  t h e  endo~corph i sm T w i l l  

h a v e  a  ~ a t r i x  r e l a t i v e  t o  t h e  b a s i s .  The d e t e r m i n a t i o n  of  



s i m i l a r i t y  i n v a r i a n t s  o f  a m a t r i x  i s  well-known. B e  s u m m a r i z e  

t h i s  t h e o r y  by d r a w i n s  e x t e n s i v e l y  o n  t h e  t e x t  of f l a l ' c e v [ 3 4  1. 

A m a t r i x  o v e r  t h e  r e a l  r i n g ,  R [ X ] ,  o f  p o l y n o m i a l s  i n  o n e  

i n d e t e r m i n a t e ,  ,(, i s  c a l l e d  a 1 - m a t r i x .  B e  d e f i n e  t w o  

, ( -matr ices  t o  b e  k-guivalent i f  o n e  may b e  t r a n s f o r m e d  i n t o  t h e  

o t h e r  by a  s e q u e n c e  o f  o p e r a t i o n s  o f  t h e  t y p e s :  

( a )  m u l t i p l i c a t i c n  o f  a row (co lumn)  by a n o n z e r o  r e a l  number ,  

(b) a d d i t i o n  o f  o n e  row ( c o l u m n ) ,  m u l t i p l i e d  by a n  e l e m e n t  i n  

RIA], t c  a n o t h e r  row (co lumn)  , 

It i s  c l e a r  t h a t  , ( - e q u i v a l e n c e  is a n  e q u i v a l e n c e  r e l a t i o n  

o n  t h e  se t  of , ( - m a t r i c e s  o v e r  R. T h e  , ( - e q u i v a l e n c e  classes h a v e  

c a n o n i c a l  r e p r e s e n t a t i v e s  o f  t h e  f o r m  

w h e r e  f K ( X )  i s  a d i v i s o r  of fK+,(,() a n d  a l l  n o n z e r o  f K ( X )  a r e  mon- 

ic .  E v e r y  A - m a t r i x  c a n  be r e d u c e d  b y  t h e  o p e r a t i o n s  ( a )  a n d  (b)  

t o  a  c a n o n i c a l  f o r m  o f  t h e  t y p e  a b o v e .  

F o r  a c y  f i x e d  A - m a t r i x  A we h a v e  t h e  f o l l o w i n g  d e f i n i t i o n :  

i f  k  = 0 ,  

( 3 - 2 0 )  D K ( A  - i f  n o t  a l l  k x k  m i n o r s  are  0 a n d  k  I 1, 

0 o t h e r  wise, 
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!. 
f o r  k = 0, 1 ,  ,.,, o r d e r  ( A ) ,  The p o l y ~ i o m i a l  g (A )  is t h e  mcnic  

d i v i s o r  o f  g r e a t e s t  d e g r e e  o f  t h e  k x k  m i n o r s  of A. The po- 

l y n o m i a l s  DK(,() and  f K ( X )  a r e  r e l a t e d  by 

Theorem 3 ( ! l a 1 1 c e v l :  I f  A is a / - m a t r i x  o f  o r d e r  4 a n d  t h e r e  is s --- 
number r, llr14, s o  t h a t  DK(,O = 0 f o r  k = 1,-..,r a n d  4+,(4) = 0 

, 
t h e n  t h e  p o l y n o m i a l s  f K ( X )  a b o v e  a r e  g i v e n  by 

D~ ( A )  /DF-l(X) k = 1,2,..c,r 

(3.21) •’,(A) = 

0 r < k 1 4 ,  

The p o l y n o m i a l s  f l c ( X )  a re  c a l l e d  t h e  & g v a r . i a n t  f a c t o r s  of A. 

The number r is t h e  r a n k  cf A.. The i r r e d u c i b l e  f a c t o r s  o v e r  R 

of t h e  n o n c o n s t a n t  i n v a r i a n t  f a c t o r s  o f  B are c a l l e d  t h e  r e a l  

e l e m e n t a r y  d i v i s o r s  of 1. ------ 

Theorem 4 ( H a l t c e v )  : The set of r e a l  e l e m e n t a r y  d i v i s o r s  a l o n g  ---- 

w i t h  t h e  r a n k  a n d  o r d e r  o f  a  A-matr ix  A c o m p l e t e l y  d e t e r m i n e  t h e  

i n v a r i a n t  f a c t o r s  of A ,  h e n c e  c o n s t i t u t e  a c o m p l e t e  s e t  o f  i n -  

v a r i a n t s  f o r  , ( -equiva lence .  

F i n a l l y ,  t o  l i n k  t b e  n o t i o n  of , ( -equivalence w i t h  s imiliar-  

i t y  we h a v e  t h e  

Theorem 5 ( B a l l c e v l  : Two matrices A and  B o v e r  B a r e  s i m i ~ i a r  i f  ----- 

and  o n l y  i f  t h e i r  c h a r a c t e r i s t i c  , ( -matr ioes  A - X I  and  B - ,(I 
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To d i s t i n g u i s h  t h e  p o s s i b i l i t y  of h a v i n g  e l e m e n t a r y  d i v i -  

s o r s  which a r e  i r r e d u c i k l e  c v e r  R we w i l l  s a y  t h a t  T i s  admis -  

s i b l e  i f  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  e q u a t i o n  o f  T s a t i s f i e s  t h e  h y ~ o -  -- 
t h e s e s  o f  Theorem 2 .  Prcm t h e  p r e v i o u s  two  t h e o r e m s  we see t h a t  

t o  c l a s s i f y  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  w e  n e e d  t o  f i n d  i t s  elemen-  

t a r  y d i v i s o r s ,  

F o r  an a d m i s s i b l e  'I w e  c a n  write t h e  s y s t e m  o f  e l e m e n t a r y  

d i v i s o r s  i n  t h e  p a t t e r n  

. where  2 lK = r a n k  T 5 4. and  t h e  A&, k  I . . .  .m a r e  t h e  d i s -  
Y-J 

t i n c t  r e a l  e i g e n v a l u e s  of T. I f  t h e  a l s e b r a i c  m u l t i p l i c i t y  of 

t h e  e i g e n v a l u e  &is n,J4 t h e n  t h e  n u m b e r s  pKj . j = l . .  .... lK E a t i s -  

f y  t h e  i n e q u a l i t i e s  

a n d ,  

j51 
F o r  an  a d m i s s i b l e  T we d e f i n e  t h e  r e a l  Sews c h a r a c t e r i s t i c  of T 

a s  t h e  symbo l  



S i n c e  t h e  r e a l  S e g r e  c i i a r a c t e r i s t i c  is d i f f i c u l t  t o  c o m p u t e  we 

d e f h e  t h e  r e a l  Weyr  c h a r a c t e r i s t i c  a n d  g i v e  a n  a l g o r i t h m  relat-  

i n g  t h e  t w o  c h a r a c t e r i s t i c s .  

F o r  a n  a d m i s s i b l e  I we r e c u r s i v e l y  d e f i n e  t h e  n u m b e r s  q 
k i  

f o r  e a c h  d i s t i n c t  r e a l  e i g e z v a l u e  & b y  

where  N ( T  - ~ ~ 1 ) ~  i s  t h e  n u l l  s p a c e  o f  ( - I T h e  r e a l  Weyr 

c h a r a c t e r i s t i c  o f  T is t h e  s y m b o l  w i t h  n o n z e r o  q 
kj 

We c a n  r e l a t e  t h e  Weyr c h a r a c t e r i s t i c  t o  t h e  S e g r e  c h a r a c -  

t e r i s t i c  ~y t h e  f o l l o w i n g  a l g o r i t h m :  

(a) f o r  e a c h  d i s t i n c t  e i g e n v a l u e  XLof T w e  create a n  a r r a y  of 

d o t s  ( c o l u m n  by co lumn)  so t h a t  t h e r e  a r e  qk i  d o t s  i n  t h e  j - t h  

co lumn c o u n t i n g  from t h e  to&; 

(b)  t h e  S e g r e  c h a r a c t e r i s t i c  n u m b e r s  pKj , c o r r e s p o n d i n g  t o  t h e  

e i g e n v a l u e s  are t h e  n u m b e r s  o f  d o t s  i n  t h e  rows. 



C l a s s i f i c a t i o n  of ah S t r e s s - E n e r q y  T e n s o r  ---------- 
T h e  f i r s t  o f  t h e  a l g e b r a i c  c l a s s i f i c a t i o n s  of t h e  stress-- 

e n e r g y  t e n s o r  t h a t  we w i l l  d i s c u s s  i s  t h e  S e g r e  c l a s s i f i c a t i o n  

d e s c r i b e d  i n  P e t r o v 1 4 1 ,  P l e b a n s k i [ 2 7 ] .  Bromwich[35] h a s  shown 

t h a t  t h e r e  a r e  a t  most n i n e t e e n  S e g r e  c h a r a c t e r i s t i c s  which  may 

b e  a s s i g n e d  t o  a p a i r  of  t e n s o r s  (T , g  ) . Among t h e s e  n i n e t e e n  

c a s e s  t h e r e  is c n e  which is " d e g e n e r a t e m  i n  t h e  s e n s e  t h a t  b o t h  

t e n s o r s  i n  t h e  p a i r  a r e  s i n g u l a r .  E x c l u d i n g  t h e  d e g e n e r a t e  c a s e  

we can  e x t e n d  t h e  S e g r e  symbo l  t o  i n c l u d e  t h e  symbols  l t ~ z w  which 

i n d i c a t e  t h e  e x i s t e n c e  o f  a n  i r r e d u c i b l e  q u a d r a t i c  e l e m e n t a r y  

d i v i s o r .  

T h e  c o n d i t i o n  t h a t  T i s  a d m i s s i b l e  e x c l u d e s  t h e  c h a r a c t e r -  

i e i c s  w i t h  l l ~ Z u .  A d m i s s i b i l i t y  o f  T r e d u c e s  t h e  number o f  pos- 

s i b l e  S e g r e  c h a r a c t e r i s t i c s  f o r  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t o  s i x t e e n .  

I lodulo a l g e b r a i c  d e g e n e r a c i e s  ( r e p e a t e d  e i g e n v a l u e s )  t h e  pos- 

s i b l e  S e g r e  c h a r a c t e r i s t i c s  a r e  o f  t h e  t y p e s :  

(4 C 111 11 3, 

(b) L 11,211 

(c) [ l r 3 1 ,  

( a) [ 2,2  I,  

(el  [411  

where  we u s e  t h e  c o n v e n t i o n  t h a t  t h e  l a s t  d i g i t  r e p r e s e n t s  t h e  

e l e m e n t a r y  d i v i s o r  c o r r e s p o n d i n g  t o  a  t i m e l i k e  o r  n u l l  e igen -  

v e c t o r .  

Corrnack a n d  H a l l [ 3 6 ]  h a v e  shown t h a t  t h e  t y p e  (d)  and i t s  

d e g e n e r a c y  t o g e t h e r  w i t h  (e) a r e  n o t  c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  



t symrcetry of  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  a n d  t h e  i n e q u a l i t y  

a e t  (g ) < 0 -  C o l l i n s o n  a n d  Shaw[ 37 ] h a v e  shown t h a t  t h e  t y p e  

(c) a n d  i t s  d e g e n e r a c y  c a n n o t  s a t i s f y  r e a s o n a b l e  e n e r g y  c o n d i -  

t i o n s  on t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  i. e. r e f e r e n c e  frames may be 

f o u n d  i n  w h i c h  t h e  &ass  d e n s i t y  i s  n e g a t i v e .  

The t y p e s  ( a )  a n d  (b)  a d m i t  e l e v e n  d i s t i n c t  s y m b o l s  c c u n t -  

i n g  t h e i r  a l g e b r a i c  d e g e n e r a c i e s .  C a n o n i c a l  f o r m s  f o r  t h e  c o -  

o r d i n a t e  t e n s o r  f o r m u l a t i o n  o f  T a re  g i v e q  i n  [4], [ 2 7 ] ,  and  

C38 1. 

F o r  t h e  t y p e  ( a )  we h a v e  

F o r  t h e  t y p e  (b)  we h a v e  

where y = 1 o r  -1. F o r  t h e  t y p e  (b )  P l e b a n s k i C 2 7 1  h a s  shown 

t h a t  a n e c e s s a r y  c o n d i t i o n  for t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  t o  sa- 

t i s f y  t h e  e n e r g y  c o n d i t i o n s  is  f o r  Y = 1. 



The P l e b a n s k i  c l a s ~ i f i c a t i o n  i s  e s s e n t i a l l y  a r e f i n e m e n t  of 

t h e  S e g r e  c l a s s i f i c a t i o n ,  To e a c h  s e c o n d  r a n k  trace-free sym- 

metric t e n s o r  t h e r e  i s  a s s i g n e d  a s y m b o l  of t h e  f o r m  
- 

I n ,  4 -  n,h- - ' - - - -  I(%,-+ -.....) - 
The s y m b o l s  U h a v e  v a l u e s  g i v e n  by  

2s: i f  t h e  i - t h  e i g e n v a l u e  i s  c o m p l e x ,  

T i f  t h e  i - t h  e i g e n v a l u e  i s  rea l  

a n d  t h e  e i g e n v e c t o r  is t i m e l i k e ,  

U i  = S i f  t h e  i - t h  e i g e n v a l u e  is  rea l  

a n d  t h e  e i g e n v e c t o r  is s p a c e l i k e ,  

N i f  t h e  i - t h  e i g e u v a i u e  is  rea l  

a n d  t h e  e i g e n v e c t o r  i s  n u l l .  

The number n i  i s  t h e  a l g e k r a i c  m u l t i p l i c i t y  of t h e  i - t h  e i g e n -  

v a l u e  a n d  t h e  number  q; is  t h e  d e g r e e  o f  t h e  e l e m e n t a r y  d i v i s o r  

of  maximal d e g r e e  c o r r e s p o n d i r i g  t o  t h e  i - t h  e i g e n v a l u e .  Y e  

s h a l l  a d o p t  t h e  c o n v e n t i o n  t h a t  n o n - s p a c e i j k e  e n t r i e s  i n  t h e  

symbol  w i l l  be r e c o r d e d  l a s t ,  T h e  S e g r e  cha rac te r i s t i c  i s  eas- 

i l y  f o u n d  f r o m  t h e  l t s u b s c r i ~ t l l  p a r t  o f  t h e  P l e b a n s k i  symbol .  

S i n c e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r s  w i t h  nonzero t r a c e  are i n c l u d e d  

i n  t h e  s c o p e  of t h i s  t h e s i s  we e x t e n d  t h e  P l e b a n s k i  c l a s s i f i c a -  

t i o n  t o  s u c h  t e n s o r s . .  % h i s  e x t e n s i o n  d o e s  go& a l l o w  t h e  t r a u s i -  

t i o n  f r o m  t r a c e f r e e  t e n s o r s  t o  n o n - z e r o  trace t e n s o r s  t o  be  

c a r r i e d  t h r o u g h  w h i l e  p r e s e r v i n g  t h e  P i e b a n s k i  s y n b o l .  The  a l -  

g e b r a i c  m u l t i p l i c i t i e s  o f  t h e  e i g e n v a l u e s  a n 6  t h e  r e l a t i v i s t i c  

t y p e  o f  t h e  e i g e n v e c t o r s  a re  p r e s e r v e d  b u t  t h e  S e g r e  c lass  may 

n o t  D e  p r e s e r v e d .  



C o m p l e t i o n  of the E i q e n t e t r a d  &kg P r i n c i p a l  g h e o r e m  -- ----- 
i n  g e n e r a l  T w i l l  n o t  h a v e  f o u r  e i g e r , ~ e c t o r s  a t  a p o i n t  P 

i n  B4. T h i s  w i l l  h a p p e n  when T  h a s  a n o n - s i m p l e  e l e m e n t a r y  a i v i -  

s o r .  Even i n  t h e  cases when T d o e s  h a v e  f o u r  s l m p l e  e l e m e n t a r y  

d i v i s o r s  t h e  c o r r e s p o n d i n g  e i g e n v e c t o r s  may n o t  b e  d e t e r m i n e d  

d u e  t o  a l g e b r a i c  d e g e n e r a c y .  I n  o r d e r  t o  a p p l y  t h e  ffiixed a e t h o d  

i t  is  c r u c i a l  t h a t  t h e  l l n a t u r a l "  f r a m e  o f  Tij b e  used .  P l r s t  me 

c o n s i d e r  t h e  p r o b l e m  of c o u p l e t i n g  the s e t  o f  e i g e n v e c t o r s  o f  T< 

t o  a f u l l  t e t r a d  when t k e r e  is  a n o n - s i m p l e  e l e m e n t a r y  d i v i s o r .  

A t h e o r e m  o f  E o o d s  ( c i t e d  i n  LiongC381) h a s  t h e  f o l l o w i n g  

C o r o 1 l a r y : I n  a 4 - d i m e n s i o n a l  p s e u d o - R i e n a r n i a n  s p a c e  t k e r e  e x i s t  - 

se t s  o f  r m u t u a l l y  o r t h o g o n a l  l i n e a r l y  i n d e p e n d e n t  n u l l  v e c t o r s  

i f  r 5 2. When r > 2  t h e r e  n o  s u c h  sets,  The number  o f  r ~ a l  

n u l l  v e c t o r s  i n  e a c h  s e t  c a n n o t  e x c e e d  t h e  i c t e g e r  min(p ,4-p)  

where  2p-4 is t h e  s i g n a t u r e  o f  t h e  metric t e u s o r .  

T o g e t h e r  w i t h  t h e  r e s u l t  o f  P e t r o v C 4 3  t h a t  a  n o n - s i m p l e  

e l e m e n t a r y  d i v i s o r  c o r r e s ~ o n d s  t o  a n u l l  e i y e n v e c t o r  t h i s  c o r o l -  

l a r y  shows  t h a t  f o r  a s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  o f  S e g r e  t y p e  [ 1 1 , 2 ]  

we c a n n o t  e v e n  h o p e  t o  h a v e  a  p s e u d o - o r t h o n o r m a l  e i g e n t e t r a d .  

We are t h u s  l e d  t o  c o n s i d e r  t h e  p r o b l e m  of c o m p l e t i n g  t h e  set  of  

e i g e n v e c t o r s  o f  T when t h e r e  are fewer t h a n  f o u r  e i g e n v e c t o r s  

a n d  o n e  o f  t h e m  i s  n u l l .  



i t o  t h i s  problem. 

Theorem(Lense1:A g i v e n  s e t  o f  r+s l i n e a r l y  r n d e p e n d e n t  m u t u a l l y  

o r t h o g o n a l  v e c t o r s  i n  a n  n - d i m e n s i o n a l  pseudo-Riemannian s  ace, 

r o f  which a r e  n u l l  a n d  s o f  which are  n o n - n u l l ,  c a n  a l w a y s  b e  

n o r m a l i z e d  a n d  c o m p l e t e d  t o  a q u a s i - o r t h o n o r m a l  b a s i s  w i t h  q  

n u i l  v e c t o r s  i f  r 1 0 ,  s 2 0, 2 r  + s I n, and 

( 1 / 2 ) ( n  - s) 2 q  L r. 

T h i s  t h e o r e m  g u a r a n t e e s  t h a t  t h e  s e t  o f  e i g e n v e c t o r s  of T 

c a n  a l w a y s  c a n  b e  c o m p l e t e d  t o  a q u a s i - o r t h o n o r m a l  t e t r a d  i n  the 

c a s e  of S e g r e  c lass  [11 ,2 ] .  To f i n d  c a n o n i c a l  f o r m s  f o r  T o f  

S e g r e  c l a s s  [ 11,2  ] w i t h  r e s p e c t  t o  its g e n e r a l i z e d  e i g e n t e  t r a d  

we a p p e a l  t o  t h e  t h e o r y  of e l e m e n t a r y  d i v i s o r s .  From t h e  t e x t  

of  P e t r o v  [ 4) we may d e r i v e  t h e  f o l l o w i n g  theorem. 

P r i n c i ~ a l  Axes xheorem cn M+: L e t  T i j  b e  a  s y m u e t r i c  t e n s o r  o f  ---- 

r a n k  two on a pseudo-Riemannian  s p a c e  ( M y ,  g;j) . Let the S e g r e  

c h a r a c t e r i s t i c  o f  T i j  w i t h  r e s p e c t  t o  gij b e  [ l 1 1 , l  ].Theo t h e  

c a n o n i c a l  f o r m  o f  t h e  p a i r  cf t e n s o r s  (T;;,g$) is  g i v e n  by 

I f  t h e  S e g r e  c h a r a c t e r i s t i c  o f  T i j  w i t h  r e s p e c t  t o  g i j  is i 1 1 , 2 ]  
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then t h e  p a i r  o f  t e n s o r s  ( T i j f g < )  uay b e  r e p r e s e n t e d  

In t h e  a b o v e  c a n o n i c a l  f o r m s  ue h a v e  used , ( i f  1 1 i S 4 ,  t o  repre- 

sent  the e i g e n v a l u e s  of T ; j  with r e s p e c t  to g;j. The parameter  Y 

may t a k e  t h e  v a l u e  1 or -1. 



IV. A p p l i c a t i o n  of t h e  Bixed Method t o  A l g e b r a i c a l l y  D e g e n e r a t e  

S t r e s s - E n e r g y  T e n s o r s  

S p e c i a l  H y p o t h e s e s  u s e d  w i t h  the l i i xed  Method 

I n  t h i s  c h a p t e r  t h e  mixed method is  u s e d  t o  v e r i i p  s o a e  

well-known s o l u t i o n s  o f  t h e  E i n s t e i n  f i e l d  e q u a t i o n s ,  The t h r e e  

examples  c o n s i d e r e d  a re  a l g e b r a i c a l l y  d e g e n e r a t e  i n  t h e  s e n s e  

t h a t  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r s  w i l l  h a v e  r e p e a t e d  e i g e n v a l u e s .  

T h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r s  o f  t h e  e x a m p l e s  are i n  t h e  S e g r e  

c l a s s e s  [ (1 11)  , 1 ]  a n d  [ (1 1 1 , l )  1, We a l s o  h a v e  imposed t h e  hypo- 

t h e s i s  t h a t  a l l  t e t r a d s  a r e  ~ l a l i g n e d l ~  i n  t h e  s e n s e  t h a t  t h e  

v e c t o r s  of a  t e t r a d  a re  p a r a l l e l  t o  t h e  v e c t o r s  o f  a  ho lonamic  

t e t r a d .  T h i s  h y p o t h e s i s  restricts t h e  e x a n p l e s  t o  o n e s  kncwn i n  

o z t t o g  o n a l  c o o r d i n a t e s .  

T h e  metric t e n s o r  is  kncun b e f o r e  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  

mixed method s o  we w i l l  b e  a b l e  t o  f i n d  t h e  a l i g n e d  t e t r a d  witn- 

o u t  s o l v i n g  a n y  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s ,  I n  e a c h  example 

t h e  Ricci  r o t a t i o u  c o e f f i c i e n t s  a r e  computed  u s i n g  t h e  i n d i r e c t  

method i n d i c a t e d  i n  C h a s t e r  2,  Then l e n g t h y ,  b u t  s t r a i c j h t f o r -  

ward, c a l c u  l a t i o n s  w i l l  v e r i f y  t h e  t e t r a d  f o r m u l a t i o n  o f  t h e  

f i e l d  e q u a t i o n s .  



S t r e s s - E n e r g y  T e n s o r  of Seqrg C l a s s  Ll/ulJl ------- 
S u p p o s e  t h a t  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  is o f  S e g r e  c lass  

[ (1 11) , 1 J T h i s  means  t h a t  a n  e i g e n t e t r a d  o f  t h e  s t r e s s - e n e r g y  

t e n s o r  i s  p s e u d o - o r t h o n o r m a l ,  T h e r e  a r e  t w o  d i s t i n c t  e i g e n v a l -  

u e s  p  a n d  P o f  m u l t i p l i c i t i e s  t h r e e '  a n d  o n e  r e s p e c t i v e l y .  The 

e i g e n v a l u e  P c o r r e s p o n d s  t o  a t i m e l i k e  e i g e n v e c t o r  ey. The 

e i g e n v a l u e  p  h a s  a r  i n f i n i t y  o f  p s e u d o - o r t h o u o r m a l  t r i a d s  of 

s p a c e l i k e  e i g e n v e c t o r s  a s s o c i a t e d  w i t h  it. by  c h o o s i n g  a n  o r -  

t n o g o n a l  s y s t e m  of  c o o r d i n a t e s  and  a p p l y i n g  t h e  a l i g n m e n t  hypo- 

t h e s i s  we a r e  a b l e  t o  se lec t  a  u n i q u e  t r i a d  o f  e i g e n v e c t o r ~  c o r -  

r e s p o n d i n g  t o  p, L e t  t h i s  t r i a d  o f  s p a c e l i k e  e i g e n v e c t o r s  b e  

w r i t t e n  (el  , e a f e 3 ) ,  I n  t h e  o r t h o g o n a l  c o o r d i n a t e s  we write  t h e  

f i e l d  e q u a t i o n s  a s  

where  t h e  eql  a re  t h e  c o v a r i a n t  c o n p o n e n t s  o f  t h e  e i g e n v e c t o r  ey. 

Prom (4 .1 )  a n d  t h e  d e i i n i t i o n  of t h e  E i n s t e i n  t e n s o r  we c a l c u l -  

a te  t h a t  t h e  c u r v a t u r e  s c a l a r  is 

Us ing  4  1) (4.2) , a n d  t h e  d e f i n i t i o n  o f  t h e  E i n s t e i n  t e n s o r  we 

c a c  write (4.1) as  



P r o j e c t i n g  (4.3)  o n t o  t h e  e i g e n t e t r a d  ( e i :  151154) y i e l d s  

- 
The e q u a t i o n s  (4.4) a r e  t h e  t e t r a d  e q u a t i o n s  w h i c h  w i l l  be v e r i -  

f i e d .  

The s o l u t i o n  w h i c h  w e  w i l l  u s e  t o  v e r i f y  (4.4) i s  t h e  i n t -  

e r i o r  S c h w a r z s c h i l d  s c l u t i o n  f o r  a h o m o g e n e o u s  s p h e r e  o f  p e r f e c t  

f l u i d  [ 40 j. I n  t h e  c o o r d i n a t e s  ( r ,e ,@,t )  w e  f i n d  t h e  metric 

t e n s o r  g~ is g i v e n  by 

P = " c o n s t a n t  d e n s i t y N  of t h e  p e r f e c t  f l u i d ,  

a = r a d i u s  o f  t h e  s p h e r e  o f  p e r f e c t  f l u i d .  

From t h e  metr ic  (4.5) we c a n  e a s i l y  f i n d  t h e  e i g e n t e t r a d  t o  b e  

The 1 - fo rms  d u a l  t o  t h i s  t e t r a d  a r e  f o u n d  by u s i n g  (4.5) t o  low- 

er t h e  c o o r d i n a t e  s u p e r n c r i ~ t  i n d e x  i. The 1- fo rms  a r e  f o u n d  t o  



z,= ( 1  d r ,  

N ez= -r d e ,  

& 
e3= -r s i n 0  dQ,  

c, e,= 1 2  2 -  d t .  

The i n d e p e n d e n t  n o n z e r o  Ricc i  r o t a  t i o n  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  

e i g e n t e t r a d  a b o v e  a re  

~ 1 2 2  = ( l / r ) V F i j F ,  

y 1 3 3  = ( 1 / s ) W ,  

y l 4 4  = -GI/  (2~-4I-qr8) 

y 2 3 3  = ( l / r )  cote. 

Computing t h e  L o r e n t z - c o v a r i a n t  RLcci t e n s o r  f rom t h e  e q u a t i o n  

(2.23) we f i n d  t h a t  t h e  n c n z e r o  componen t s  a r e  

R , I  = 4 r  (P-P) q, , 
Rz2 = 4 (P-P) q,,, 
R j )  = 4 T T  (P-P) TJ38 

R y y  = 4 TT. (P-P)?++ - 8 (P+~)q+yq4y=  

T h e  d e t a i l s  ~ f  t h e s e  c a l c u l a t i o n s  a r e  o s i t t e d .  It i s  a  

s t r a i g h t f o r w a r d  t a s k  t o  check  t h a t  resul ts  a b o v e  a re  c o n s i s t e n t  

wi th  t h e  e q u a t i o n s  ( 4 . 4 ) .  

S t r e s s - E n e r g y  g g n s o r  of S e q r g  C l a s s  MIIIL4JJ ---- ----- 

The c o s m o l o g i c a l  v E r s i o n  o f  t h e  E i n s t e i n  f i e l d  e q u a t i o n s  

a r e  w r i t t e n  a s  



where A i s  t h e  c o s m o l o g i c a l  c o n s t a n t ,  A s i m p l e  t r a n s p o s i t i o n  

shows t h a t  we may r e g a r d  (4 .8)  as  i n t e r i o r  e q u a t i o n s  w i t h  

If ue set Tcj =O a n d  s o l v e  t h e  f i e l d  e q u a t i o n s  wh ich  r esu l t ,  t h e n  

f o r  t h e  S c h w a r z s c h i l d  prcblem t h e  c o s m o l o g i c a l  s o l u t i o n  [ U O ]  i n  

c o o r d i n a t e s  (r,8,@, t ) ,  w e  qet 

(4.10) d s 2  = - d r 2 /  (1-ar2)  - r 2 d 0 2  - n 2 s i n 2 8  d@2 + (1 -a r2 )  d t 2  

where  a = A / 3 .  From (4-9)  and (4.10) t h e  e i g e n t e t r a d  i n  terms 

o f  t h e  h o l o n o m i c  t e t r a d  is  

e l =  V ( l - a r 2 )  b,  
(4.11) ez= 5 r 

h e, = l /  ( r s i n 0 )  , 

e* = 1/q- $&. 

From (4.11) a n d  (4.10) t h e  1 - fo rms  d u a l  t o  t h i s  t e t r a d  are 



Using TiJ' = 0, a n d  (4.8) we f i n d  t h e  t e t r a d  form o f  t h e  

f i e l d  e q u a t i o n s  i s  

Applying t h e  definitions of  C h a p t e r  2  w e  f i n d  t h e  n o n z e r o  Bicci 

r o t a t i o n  c o e f  i i c i e n t s  a r e  

By a  l e n g t h y  b u t  s t r a i g h t f o r w a r d  a p p l i c a t i o n  o f  (2.23) t h e  

n o n z e r o  L o r e n t z  componen t s  o f  t h e  Ricci t e n s o r  are f o u n d  t o  b e  

R e c a l l i n g  t h e  definition of qA8 i t  is c lea r  t h a t  (4.15) a g r e e s  

w i t h  t h e  f i e l d  e q u a t i o n s  (4 .13 ) -  The u n i q u e  e i g e n v a l u e  o i  t h e  

m o d i f i e d  s t r e s s - e n e r g y  t e c s o r  T i s  11/8a- 

A s  a f u r t h e r  e x a m p l e  o f  a s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  i n  S e g r e  

c l a s s  [ ( 1 1 1 , l )  ] we will use t h e  E i n s t e i n - d e  S i t t e r  s o l u t i o n  o f  

t h e  c o s m o l o g i c a l  f i e l d  e q u a t i o n s  w i t h  0 and  t h e  mass 



d e n s i t y  z e r o .  The E i n s t e i n - d e  S i t t e r  metric i s  g i v e n  b y  

where a2  =A/3. The e i g e n v a l u e  4 i s  z e r o  s i n c e  T is i d e n t i c a l l y  

z e r o  a s  a c o n s e q u e n c e  of t h e  e n e r g y  c o n d i t i o n s  [ 6 ] , S i n c e  t h e  

c o s m o l o g i c a l  c o n s t a n t  A i s  assumed t o  be n o n z e r o  we g e t  t e t r a d  

f i e l d  e q u a t i o n s  which a re  of t h e  same form a s  (4.13). From 

(4.16) we f i n d  t h e  e i g e n v e c t o r s  o f  t h e  t t s t r e s s - e n e r g y t t  t e n s o r  

e, = e x p  ( - a t )  & , 
(4.17) el= e x p ( - a t )  h , 

6Y 

e 3 =  e x p ( - a t )  h,  

We f i n d  t h e  c o r r e s p o n d i n g  I - fo rms  t o  b e  

PJ e, = - e x p ( a t )  dx, 
At 

(4. 18) ez= - e x p ( a t )  dy,  
IV 
e3 = -exp ( a t )  dz ,  

N 
eg= d t .  

The Ricci r o t a t i o n  c o e f f i c i e n t s  a r e  f o u n d  t o  b e  



Applying t h e  d e f i n r t i o n  (2.23) t h e  t e t r a d  coruponents of t h e  Ric- 

c i  t e n s o r  a r e  

A 1 1  t h e  o t h e r  Ricci t e n s o r  components a r e  zero. From t h e  de- 

f i n i t i o n  o f  7 4 0  we see t h a t  t h e  f i e l d  e q u a t i o n s  a r e  satisfied. 



V. A N e w  I n t e r i o r  Solution fo r  a S t r e s s - E n e r g y  T e n s o r  of S e g r e  

C l a s s  [ 111,1] 

The F i e l d  E q u a t i o n s  --- ---- 

C o n s i d e r  a  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  of S e g r e  c l a s s  [ 11 I, 1 ] 

which h a s  t h e  c a n o n i c a l  form 

where {e i :  1 S A S 4 )  i s  t h e  e i g e n t e t r a d  o f  t h e  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r  

and  4, , A,, X 3  , and ,(+ a r e  its e i g e n v a l u e s ,  We assume t h a t  t h e  

e i g e n v e c t o r s  a r e  l a b e l l e d  s o  t h a t  X,+ is t h e  e i g e n v a l u e  of  t h e  

t i m e l i k e  e i g e n v e c t o r  e+.  r h e  f i e l d  e q u a t i o n s  (1.1) c a n  be con- 

t r a c t e d  t o  show t h a t  t h e  c u r v a t u r e  s c a l a r  R i s  

Using  (5.2) a n d  p r o j e c t i n g  t h e  f i e l d  e q u a t i o n s  (1.1) c n t o  

t h e  p seudo-o r thonorma l  t e t r a d  of  e i g e n v e c t o r s  we f i n d  



Now two v e r y  r e s t r i c t i v e  h y p o t h e s e s  are imposed  t o  s i ~ p l i f y  

t h e  problem. F i r s t  a s sume  t h a t  a  s o l u t i o n  of (5.3) e x l s t s  which 

h a s  t h e  fo rm 

(5.4) d s 2  = -exp  (-2a) dx2  -exp (-2b) dy* -exp (-2c) dz*  

+ e x p  (-2d) d t 2  

where a ,  b, c ,  and  d a r e  C J - f u n c t i o n s  o f  x,y,z,t .  S e c o q d l y  we 

assume t h a t  t h e  e i g e n t e t r a d  is a l i g n e d  w i t h  t h e  ho lonomic  t a s i s  

which i s  p s e u d o - o r t h o g o n a l  by t h e  first . h y p o t h e s i s ,  The e i g e n -  
L 

t e t r a d  c a n  be w r i t t e n  

R r i t i n g  t h e  1-forms d u a l  t o  t h e  e i g e n t e t r a d  by (2.15) we g e t  

CI e l  = e x p  ( a )  dx,  

rV 

(5 6) e z =  e x p  (b) d~  f 
N 
e3= e x p ( c ) d z ,  

rJ ey= e x p  (d )  d t .  

The Ricci r o t a t i o n  c o e f f i c i e n t s  a r e  computed from (5.5) a n d  

(5.6) (2.23) t o  p r o d u c e  (we r a i s e  t h e  t e t r a d  i n d i c e s  by t h e  



Y 2 1 1  = -a,exp(-b) y322 = -b3exp(-c)  

y122 = - b ,  e x p  (-a) y233 = -c,exp (-b) 

(5 -7 )  Y 3 l l  = - a , exp ( -c )  y422 = -byexp(-a)  

Y l J 3  = - c , e x p ( - a )  y244 = d,exp (-b) 

y411 = -a,exp (-13) y433 = - c q e x p  (-d) 

y144 = dl e x p  (-6) Y 3 4 4  = ds exp (-c) 

I n  (5.7) t h e  n u m e r i c a l  s u b s c r i p t s  on t h e  f u n c t i o n s  a, b, c ,  

d a r e  t o  d e n o t e  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a t i c n  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  i n -  

d i c a t e d  v a r i a b l e .  We l a b e l  t h e  c o o r d i n a t e s  by t h e  scheme 

(XI  , x ~ , x ~ , x * )  =, ( x , y , z , t ) .  

A s t r a i g h t f o r w a r d  a p p l i c a t i o n  o f  (2.23) t o g e t h e r  w i t h  t h e  r u l e s  

f o r  r a i s i n g  t e t r a d  i n d i c e s  g i v e s  





Prom (5.3) we f i n d  ( a f t e r  s o l v i n g  a s i m p l e  s y s t e m  of l i n e a r  

e q u a t i o n s  for t h e  4 i n  terms o f  t h e  t h a t  t h e  e i g e n v a l u e s  

are g i v e n  by 

The e q u a t i o n s  (5.8) t o  (5 .18)  a l l o w  u s  t o  find t h e  e i g e n -  

values in terms of t h e  ySbC. We f i n d  them t o  be  



From the "off-diago~al" elements of R~ we find the system of 

equat ions  which we will try to solve, 



Now u s i n g  t h e  e x p r e s s i o n s  f o r  t h e  yMC which we computed i n  (5.7) 

and t h e  rules f o r  moving t e t r a d  i n d i c e s  ment ioned i n  Chap te r  2  

we can  f i n d  t h e  e q u a t i o n s  (5.23) t o  (5.28) i n  c o o r d i n a t e  form. 

S i m i l i a r l y  we c a n  c o n v e r t  e g u a t i o u s  (5.19) t o  (5.22) i n  t h e  same 

way. 

(5 .30)  8RXI = -exp (-2a) [b ,  cl + b, dl  + cl d l  J 

2 2 
-exp(-2b)[q,+ k- b2c2,- bzd,+ c,+ d2+ cLdZ 1 

Z 
- e ~ p ( - 2 c ) [ b ~ ~ +  43- b,c,- d3c,+ b;+ d,+ b,dt 1 

2 .r , +exp(-2d)[bw+ q,+- b+b,e- c,dy+ b,+ c,+ b 4 C Y 1 



U s i n g  t h e  e q u a t i o n s  (5.29) t o g e t h e r  w i t h  (5.30) t o  (5.33) 

we were a b l e  t o  v e r i f y  t h e  c o n s e r v a t i o n  e q u a t i o n s  

T h e s e  c a l c u l a t i o n s  a r e  e x t r e m e l y  l o n g  a n d  h a v e  b e e n  o m i t t e d .  

E a c h  c o n s e r v a t i o n  e q u a t i o n  i n v c l v e s  a p p r o x i m a t e l y  250  terms. An 

a t t e m p t  t o  c a l c u l a t e  t h e  Riemann t e n s o r  by  t h e  s s e  o f  FORfiAC73 

p r o g r a m s  was made. I n  o n e  i n s t a n c e  f o r  a n  u n a l i g n e d  t e t r a d  a  

s i n g l e  c o m ~ o n e n t  o f  t h e  Riemann t e n s o r  was o n  t h e  o r d e r  o f  2000 

terms. 

S o l u t i o n  of ghs O f f - D i a q o n a l  E q u a t i o n s  ----- 
I n  t h i s  s e c t i o n  w e  w i l l  t r y  t o  f i n d  a  s o l u t i o n  o f  t h e  o f f - -  

d i a g o n a l  e q u a t i o n s  (5.29).  They a r e  a r e  a s y s t e n  o f  s i x  q u a s i -  

l i n e a r  p a r t i a l  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n s  f o r  f o u r  unknown f u n c t i o n s  

a ,  b, c,  d  e a c h  o f  f o u r  v a r i a b l e s .  We s t a r t  b y  making a v e r y  



s t r o n g  h y p o t h e s i s  i.e, t h a t  a l l  of t h e  unknown f u n c t i o n s  do  n o t  

depend on t h e  v a r i a b l e  x4.  T h i s  a s s u m p t i o a  i m p l i e s  t h a t  any so- 

l u t i o n s  which re f i n d  will be s t a t i c  s i n c e  %,* r i l l  be a Kil l ing  

v e c t o r  which is  "hype r su r f  a c e  o r t h o g o n a l -  '' Trans fo rm t h e  cqua- 
I 

t i o n s  (5.29) by a  change  of d e p e n d e n t  v a c i a b l e s  

The t r a n s f o r m a t i o n  (5.34) r e d u c e s  t h e  s y s t e m  (5.29) t o  

T rans fo rming  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e s  o n c e  more b y  t h e  t r a n s f o r -  

mat ion  

we g e t  t h e  s y s t e m  



The s y s t e m  o f  e q u a t i o n s  (5.37) i s  v e r y  d i f f i c u l t  t o  s o l v e  

f o r  f u n c t i o n s  F, G ,  H of t h r e e  v a r i a b l e s  e v e n  when t h e  f u n c t i o n  

d 1s f r e e l y  p r e s c r i b e d  a s  a  n o n t r i v i a l  f u n c t i o n  o f  t h r e e  v a r i -  

a b l e s .  We w i l l  a s s u m e  a s  a w o r k i n g  h y p o t h e s i s  t h a t  F, G,  a n d  H 

h a v e  t h e  f o l l o w i n g  d e p e n d e n c e  o n  t h e  t h r e e  v a r i a b l e s  x l  , x z ,  x3. 

W i t h  t h i s  h y p o t h e s i s  t h e  e q u a t i o n s  (5.37) r e d u c e  t o  

A s  a c o n s e q u e n c e  o f  t h i s  w o r k i n g  h y p o t h e s i s  w e  m u s t  make some 
a4 4 

s i m i l i a r  h y p o t h e s i s  a b o u t  d  i.e. we a s s u m e  t h a t  d  = d ( x 2 , x 3 )  . 
The e q u a t i o n  (5 -39)  h a s  t h e  f o r m  



The d i f f e r e n t i a l  f o r m  W = A dx3 + B dx2 is e x a c t  h e n c e  t h e r e  is  

a  f u n c t i o n  P ( x 2 , x J )  s u c h  t h a t  dP = W,. The f u n c t i o n  P i s  f c u n d  

a f t e r  a  s i m p l e  i n t e g r a t i c n  t o  b e  

N o t i c e  t h a t  t h e r e  i s  no  a r b i t r a r y  f u n c t i o n  of the v a r i a b l e  x l  

added  t o  P. T h i s  i s  c o n s i s t e n t  w i t h  t h e  work ing  h y p o t h e s i s  made 

e a r l i e r .  Now inake a l a s t  t r a n s f o r m a t i o n  o f  t h e  d e p e n d e n t  v a r i -  

a b l e  g i v e n  by [ 4 2 ]  

From (5 .43)  t h e  e q u a t i o n  (5 .39)  r e d u c e s  t o  

rJ 

If d ( x 2 , x J )  = ( l / p )  ln/H ( + ( l / q ) l n ( G (  w i t h  pq = 2 t h e n  e q u a t i o n  

(5.44) becomes 



The s o l u t i o n  of (5.45) i s  

where  f a n d  g are  a r b i t r a r y  f u n c t i o n s  o f  c l a s s  CJ. R e v e r s i n g  

t h i s  l o n g  t r a i l  o f  t r a n s f o r m a t i o n s  w e  f i n d  a s o l u t i o n  f o r  (5.29) 

is 

where  t h e  p a r a m e t e r s  p  a n d  q m u s t  s a t i s f y  pq = 2. A n o t h e r  s o l u -  

t i o n  cf t h e  e q u a t i o n  (5.42) l e a d s  t o  a more c o m p l e x  f o r m  f o r  t h e  

f u n c t i o n s  a,  b ,  c ,  d. T h i s  s o l u t i o n  i s  i n  Append ix  2. 



The E n e r a  c o n d i t i o n s  - ---- 
From t h e  t e x t  of Hawking and Ellis 1 6  ] w e  f i n d  t h a t  t b e  

weak energy  c o n d i t i o n s  ( i n  our  s i g n a t u r e )  are w r i t t e n  as 

(5. 50) 4,z 0, 

(5.51) 4- X p  0, 

(5.52)  Xy- A$ 0, 

(5.53) Ay- X ) Z  0- 

These i n e q u a l i t i e s  e x p r e s s  t h e  p h y s i c a l  s t a t e m e n t  t h a t  t h e  ener- 

gy d e n s i t y  is everywhere  noo-negat ive .  T r a n s l a t i n g  t h e s e  ine -  

q u a l i t i e s  i n  terms of t h e  e x ~ r e s s i o n s  (5.30) t o  (5.33) f o r  t h e  

eigenvalues ,(; we f i r d  u s i n g  t h e  s o l u t i o n  found i n  t h e  p r e v i o u s  

s e c t i o n  



Prom Hawking a n d  E l l i s  [ 6 ]  we a l s o  f i n d  e n e r g y  c o n d i t i o n s  

c a l l e d  t h e  s t r o n g  e n e r g y  c o n d i t i o o s .  The  s t r o n g  e n e r g y  c o n d i -  

t i o n s  a r e  a s t a t e m e n t  o f  t h e  p h y s i c a l l y  r e a s o n a b l e  r e q u i r e m e n t  

t h a t  t h e  mass-energy d e n s i t y  measured b y  a l o c a l  o b s e r v e r  is 

p o s i t i v e  t h a t  a l l  mcmentum v e c t o r s  a re  n o n - s p a c e l i k e .  These 

energy c o n d i t i o n s  f o r  s t r e s s - e n e r g y  t e n s o r s  o f  S e g r e  class 

[ 11 1,1]  a r e  w r i t t e n  a s  (5-51)  t o  (5.53) t o g e t h e r  w i t h  t h e  condi- 

t i o n  

(5.58) s = W X , -  A , -  A,- A , ]  r o- 

Again using t h e  s o l u t i o n  f r c m  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n  we f i n d  t h a t  

(3.58) becomes 



We want t o  f o r c e  t h e  s o l u t i o n  we h a v e  found  t o  s a t i s f y  t h e  

s t r o n g  e n e r g y  c o n d i t i o n s  e l a b o r a t e d  above ,  T h e r e  is no kncwn 

t e c h n i q u e  o f ' s o l v i n g  d i f f e r e c t i a l  i n e q u a l i t i e s  l i k e  (5.55) t o  

(5.59) o t h e r  t h a n  t r i a l  and e r r o r ,  We w i l l  s u p p o s e  t h a t  t h e  ar- 

b i t r a r y  f u n c t i o n s  i n  (5.45) t o  (5-49)  a r e  of t h e  s i m p l e  f o r m s  

below, 

f  (x*) = c o n s t a n t  K, 

(5.60) g ( ~ 3 )  = c o r i s t a n t  L, 

H ( ~ 2 )  = A ( ~ 2 ) ~  , 
G ( X J )  = B ( ~ 3 ) " ' ~  

where A and  B a r e  n o n z e r o  c o n s t a n t s ,  S i n c e  t h e  s t r o n g  energy 

c o n d i t i o n s  imp ly  t h e  weak e n e r g y  c o n d i t i o n s  ue w i l l  u s e  (5.54) 

t o  f i n d  a p p r o p r i a t e  r a n g e s  o f  t h e  e x p o n e n t s  m, n  i n  (5.60) 

above. I n e q u a l i t y  (5.54) shows t h a t  we r e q u i r e  

(5.61) C (2p-2) /p ]HHW + [ (p-1) /p]2 (H' ) s + (2-p) GG" 

+ [ (2-p) /2]2(G1)2 < 0, 

where pq = 2. I f  we assume t h a t  p = 3 s o  t h a t  q  = 2/3 t h e n  a 

s t r a i g h f o r w a r d  a n a l y s i s  of t h e  i n e q u a l i t y  (5.61) w i l l  show us 

t h a t  a l l o w a b l e  r a n g e s  o f  t h e  e x p o n e n t s  m ,  n  a r e  



For  t h e  c h o i c e  n = 1/3, m = 2 i t  is  a  s i m p l e  t a s k  t o  v e r i f y  t h a t  

(5.54) is s a t i s f i e d  w h e r e v e r  a l l  t h e  f u n c t i o n s  are d e f i n e d ,  

This c h o i c e  of p a r a m e t e r s  a l s o  s a t i s f i e s  a l l  t h e  i n e q u a l i t i e s  

(5.55) t o  (5.58)- Thus  we see t h a t  t h i s  3 -pa rame te r  f a m i l y  of  

s o l u t i o n s  s a t i s f i e s  t h e  weak e n e r g y  c o n d i t i o n s .  The s t r o n g  

e n e r g y  c o n d i t i o n s  a l s o  h o l d  f o r  t h i s  c h o i c e  of p a r a m e t e r s .  

F i n a l l y  u e  write t h e  metric t e n s o r  f o r  t h e  s p e c i a l  v a l u e s  

t h a t  we a s s i g n e d  t o  t h e  p a r a m e t e r s  above. 



Appendix 1 : T r a n s f o r m a t i o n s  be tween  S y s t e m s  of Notation ased in 

Genera l  R e l a t i v i t y  

G e n e r a l i z i n g  work dcne by E r n s t  [I81 and H i s n e r  e t  a l ,  [I93 

we have f o u n d  t h a t  a l m o s t  a l l  s y s t e m s  of n o t a t i o n  i n  c u r r e n t  u s e  

i n  G e n e r a l  R e l a t i v i t y  c a n  be  c l a s s i f i e d  by s i x  p a r a m e t e r s  

e : 1 6  The p a r a m e t e r s  t a k e  t h e  v a l u e s  + 1  or -1 d e p e n d i n g  

on t h e  c o n v e n t i o n s  u s e d ,  The f i v e  pa rame t . e r s  

{el ,e2re3 #e rneb )  

a r e  i n d e p e n d e n t  and  d e a l  on ly  w i t h  t h e  d e f i n i t i o n s  o f  mathemati-  

c a l  symbolism,  The p a r a m e t e r  ey is u s e d  a s  a n  a u x i l i a r y  para-  

meter i n  o r d e r  t o  u n i f y  t h i s  c l a s s i f i c a t i o n  scheme w i t h  t h a t  o f  

E r n s t .  The p a r a m e t e r s  {e , , e2 ,e , ,  ey) a re  i d e n t i c a l  w i t h  t h o s e  of 

E r r s t .  The t h r e e  p a r a f f i e t e r s  d e f i n e d  i n  f l i s n e r  e t  a l .  m i l l  b e  

d e n o t e d  M I ,  U2, it3. 

The se t s  o f  p a r a m e t e r s  {e l  ,el, e3,ey) and  {W, , W r , W 3 )  a r e  

s u f f i c i e n t  t o  t r a n s f o r m  any t e n s o r  e x p r e s s i o n  which d o e s  n c t  in-  

v o l v e  t h e  L e v i - C i v l t a  t e n s o r  d e n s i t y  ( t r a n s f o r m a t i o n s  o f  t e n s o r  

e x p r e s s i o n s  v h i c h  i n v o l v e  t h e  L e v i - C i v i t a  t e n s o r  d e n s i t y  u-se t h e  

p a r a m e t e r s  eS, eb) . The d e f i n i t i o n s  o i  t h e  e; , l S i i 6 ,  a r e  a s  

f o l l o w s :  

(e l  es= +1 it s p a c e - t i m e  i n d i c e s  r u n  o ~ e r  [0,1,2,3), 

-1  o t h e r w i s e  
1 



e6q;jKj =Ylg( sign(i.j.k,U where ( j k )  denotes a 

pe rmuta tLon  i n  S f  a n d  I g l  denotes the absolute 

value of d e t ( g  ) -  

~ h e  p a r a m e t e r s  W ,  , 8 >, K3 a r e  d e f i n e d  b y  

W, s i g n a t u r e  (g) = + 2 ,  

- 
Y zV; ~ f l ~ ~  - VjiRL - Vj:lk 
u G '. = 8VT3, 

3 'J 

W, Wj Bij= ~ ~ i ~ j -  

From t h e s e  d e f i n i t i c n s  it i s  s t r a i g h t f o r w a r d  t o  f i n d  t h e  

r e l a t i o n s  

e l =  W, 

eZ= -W, 

ej  = W1 W3 

e+= H I -  

To t r a n s f o r m  t e n s o r  e q u a t i o n s  i n  o n e  a o t a t i o n  s y s t e m  

(primed s y s t e m )  t o  a n o t h e r  n o t a t i o n  s y s t e m  (unpr imed)  i t  i s  ne- 

c e s s a r y  t o  c a l c u l a t e  s i x  p a r a m e t e r s  a; ,  l5i16, which a r e  d e f i n e d  

i n  terms o f  t h e  e - p a r a m e t e r s  b y  the r e l a t i o n  

a ;=  e;ef, 1 1 i 5 6 -  

Once t h e s e  c o n v e r s i o n  p a r a m e t e r s  are known t h e n  t e n s o r  e q u a t i o n s  

i n  t h e  pr imed n o t a t i o n  n a y  b e  c o n v e r t e d  t o  t e n s o r  e q u a t i o n 3  i n  

t h e  unprimed n o t a t i o n  b y  u s e  o f  t h e  f o l l o w i n g  r e l a t i o n s :  

g*  = g where  g  d e n o t e s  t h e  d e t e r m i n a n t  of g , 



Y K B':+ = .,a!$ where  B . i j  ={i;\-{j:l, 
"iju = a , a R e .  yrr , ( i n s e r t  o n e  f a c t o r  of a  f o r  e a c h  index 

r a i s e d )  

R !. = a, a j  RG, ( i n s e r t  o n e  f a c t o r  o f  a f o r  e a c h  i n d e x  r a i s e d )  
'J 

The c o n • ’  o r o a l  c u r v a t u r e  t e n s o r  C! j K L  and  t h e  p r o j e c t i v e  

c u r v a t u r e  t e n s o r  w!iKL t r a n s f o r m  t h e  same way as  t h e  Biemann 

t e n s o r  u n d e r  c h a n g e s  i n  E,, e, b u t  mi sbehave  u n d e r  c h a n g e s  i n  

The d i f f e r e n t i a l  p a r a m e t e r s  A,$ a n d  A,$ t r a n s f o r m  by t h e  

r e l a t i o n s :  

A:$ = a, A24 

If h C I C i s  a n  o r t h o n o r m a l  t e t r a d  t h e n  t h e  t r a n s f o r m a t i o n  r e l a t i o n s  

a r e  
; 1 

h = a, h h  , 

The Ricci r o t a t i o n  c o e f f i c i e n t s  t r a n s • ’  orm b y  



k c  - - a ,  Y. a sc- 

The d i r e c t i o n a l  d e r i v a t i v e s  t rans form a s  

Q = a ,+ ,R.  

4"= 4 1" 

For e q u a t i o n s  which i n v o l v e  t h e  d u a l i z i n g  o p e r a t i o n  W E  u s e  

t h e  t r a n s f o r m a t i o n  f o r m a t  

*'(T' ..* * .. . ) = asa6 (T1.--. .. 1 - 
A l l  o t h e r  t r a n s f o r m a t i o n s  between t e n s o r  e q u a t i o n s  s h o u l d  he de- 

r i v a b l e  from t h e  a b o v e  r e l a t i o n s .  



Appendix 2: Ano the r  S o l u t i o n  of t h e  Of f - D i a g o n a l  E q u a t i o n s  

If we a p p r o a c h  t h e  e q u a t i o n s  (5.29) w i t h  t h e  a n s a t z  

we f i n d  t h a t  t h e  s y s t e m  (5.29) c o l l a p s e s  i n t o  

w i t h  t h e  o t h e r  e q u a t i o n s  becoming t r i v i a l  i d e n t i t i e s .  Preform- 

ing s imi l i a r  t r a n s f o r m a t i o n s  a s  i n  C h a p t e r  5 we r e d u c e  t h e  equa-  

t i o n  a b o v e  t o  t h e  form 

where P i s  a s  i n  C h a p t e r  5. P r i t i n g  t h e  e x p r e s s i o n  i n  Faren-  

t h e s e s  a s  



t h e n  by p r e s c r i b i n g  ,( we may c o n s t r u c t  s o l u t i o n s  o f  t h e  o f f -  

d i a g o n a l  e q u a t i o n s ,  Set = n (n+ 1 )  / (x2+x3)  *- A s s u m e  a s o . l u t i o n  

of ( 1 )  e x i s t s  of t h e  f o r u  f = f ( x * + x ~ ) ,  Then (1) r e d u c e s  t o  

w h e r e  we have  set v = x2 + x3, T r a n s f o r m i n g  t h e  dependen t  v a r i -  

a b l e  b y  w = f u e  g e t  

which we r e c o g n i z e  a s  a  F i i cca t i  d i f f e r e n t i a l  e q u a t i o n .  The so-  

l u t i o n  U o f  (2)  is r e l a t e d  t o  t h e  s o l u t i o n  of (3) by 

w (v)  = u 1 / u ,  

T h i s  last e q u a t i o n  is a n  E u l e r  e q u a t i o n  w i t h  c h a r a c t e r i s t i c  

r o o t s  -n, n+l, T h e  p o i n t  v=O i s  a  r e g u l a r  s i n g u l a r  p o i n t  t h e r e -  

f o r e  t h e  g e n e r a l  s o l u t i o n  o f  t h e  a u x i l i a r y  e q u a t i o n  f o r  (3) i s  

Revers ing  t h e  t r a i l  of t r a n s f o r m a t i o n s  we f i n d  t h a t  

-n n w  
f ( ~ 2 ~ x 3 )  = 1 n 1  K , ( x ~ + x ~ (  + Krlx2+Xfl 1 + k3. 
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From [ 4 3 ]  we f i n d  t h a t  (2) h a s  a s  a g e n e r a l  s o l u t i o n  

where f and g a r e  a r b i t r a r y  f u n c t i o n s  o f  class  c". From t h e s e  

r e s u l t s  c o m p l i c a t e d  e x p r e s s i o n s  for  a, b, c ,  d may b e  d e r i v e d .  

T h i s  family of  s o l u t i o n s  o f  ( 5 - 2 9 )  h a s  n o t  been  t e s t e d  f o r  any 

o f  t h e  e n e r g y  c o n d i t i o ~ s  due t o  t h e i r  ex t reme  c o m p l e x i t y .  
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